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Chưong này sẽ cung cấp những kiến thức mỏ đầu vé lỏgic 
toán và tập họp. Các khái niệm và các phép toán vé mệnh để 
và lặp hợp sê giúp chúng ta diễn dạt các nội dung toán học 
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chương này có ý nghĩa quan trọng đối với việc học tặp mòn Toán. 











MỆNH ĐỂ VÀ MỆNH ĐỀ CHỨA BIẾN 


1. Mệnh để Jà gì ? 

Trong khoa học cũng như trong đời sống hàng ngày, ta thường gặp những câu 
nêu lên một khẳng định. Khẳng định đó có thể đúng hoặc sai. 

Ví dụ 1. Chúng ta hãy xét các câu sau đây. 

(a) Hà Nội là thủ đô của Việt Nam. 

(b) Thượng Hải là một thành phố của Ấn Độ. 

(c) 1 + 1 = 2. 

(d) 27 chia hết cho 5. 

Các câu (a) và (c) là những câu khảng định đúng. Các câu (b) và (d) là những 
câu khẳng định sai. Người ta gọi mỗi câu ưên là một mệnh đề íôgic . □ 

Một mệnh đề lôgic (gọi tắt ỉà mệnh đề) là một câu khẳng định 
đủng hoặc một cầu kỉĩẳng định sai. Một cấu khẳng định đúng gọi là 
một mệnh đề đúng. Một câu khẳng định sai gọi là một mệnh đề sai. 
Một mệnh đề không thể vừa đủng vìm sai. 

CHỨ Ý 

Câu không phải là câu khẳng định hoặc câu khẳng định mà không có 
tính đúng - sai (tính hoặc đúng, hoặc sai) thì không phải là mệnh đề. 
Chẳng hạn, cáu ”Hôm nay trời đẹp quá ỉ” là một câu cảm thán do đó 
không phải là mệnh đề. 

2. Mệnh đề phủ định 

Ví dụ 2. Hai bạn An và Bình đang tranh 
luận với nhau. 

Bình nói: ”2003 là số nguyên tố". 

An khẳng định : "2003 không phải là số 
nguyên tố”. 

Nếu kí hiệu p ià mệnh đề Bình nêu thì 
mệnh đề của An có thể diễn đạt là 
"không phải P" và được gọi là mệnh đề 
phủ định của p. □ 



Chở mệnh dề p. Mệnh dề ”Không phải p" được gọi là mệnh đề 
phủ định của p và kí hiệu là p. Mệnh đề p và mệnh dề phủ 
định p ỉà hai câu khẳng dinh trái ngược nhau. Nếu p dứng thỉ 
p sai, nếu p sai thì p đúng. 

CHÚ Ý 

Mệnh dể phù định của p có thể diễn đạt theo nhiều cách khác nhau, 
Chẳng hạn, xét mệnh đề p : " V2 là số hữu tỉ". Khi đó, mệnh đề phủ 
định của p có thề phát biểu lầ p :" yỊĨ không phải là số hữu tỉ" hoặc 
p :" V2 là một số vô tỉ". 

|H1| Nêu mệnh đề phỏ định của mỗi mệnh đề sau dây và xác định xem mệnh đề 
phủ định đó đúng hay sai. 

(a) Pa-rí là thủ dô của nước Anh. 

(b) 2002 chia hết cho 4. 

3. Mệnh đề kéo theo và mệnh đề đảo 

VÍ dụ 3, Xét mệnh đề "Nếu An 
vượt đèn đỏ thì An vi phạm 
luật giao thông". 

Mệnh để trên có dạng "Nếu p 
thì Q" trong đó p là mệnh đề 
"An vượt đèn đỏ", Q là mộnh 
dề "An vi phạm luât giao 
thông". Ta gọi đó là mệnh dê' 
kéo theo. □ 

Cho hơi mệnh để p và Q. Mệnh đê ”Nếu p thì Q” được gọi fà 
mệnh đề kéo theo và kỉ hiệu là p => Q. Mệnh dề p => Q sai khi 
p đúng, Q sai và đủng trong các trường hợp còn lại. 

Tuỳ theo nội dung cụ thể, đôi khi người ta còn phát biếu mộnh để p :=> Q 
là "P kéo theo Q" hay ”p suy ra Q” hay "Vì p nên Q'... 

Ta thường gặp các tình huống sau : 

- Cả hai mệnh đề p và Q đểu đúng. Khi đó p =>Q là mệnh đề đủng. 

- Mệnh dề p đủng và mệnh đề Q sai. Khi dó p => Q là mệnh đê sai. 

Ví dụ 4. Mệnh đề "Vì 50 chia hết cho 10 nén 50 chia hết cho 5" là mênh đề 
đúng. Mệnh đề "Vì 2002 là số chẵn nên 2002 chia hết cho 4" là mệnh đề sai. □ 




H2| Cho tứ giác ABCD. Xét mệnh để p : “Tứ giác ABCD tà hình chữ nhật " và mệnh 
đề Q : "Tứ giác ABCD có hai đường chéo bằng nhau". Hãy phát biểu mệnh để 
p Q theo nhiều cách khác nhau. 


Cho mệnh đề kéo theo p => Q. Mệnh đê' Q => p được gọi ỉà 
mệnh đề đảo của mệnh đề p => Q . 

Ví dụ 5* Cho tam giác ABC. Mệnh đề đảo của mệnh đề "Nếu tam giác ABC là 
tam giác đều thì nó là tam giác cân" là mệnh dể "Nếu tam giác ABC là tam 
giác cân thì nó là tam giác đều".. 

4. Mệnh để tương đương 

Ví dụ 6. Cho tam giác ABC. Xét mệnh đề p : T, Tam giác ABC là tam giác cân” 
và mệnh đề Q : "Tam giác ABC cổ hai đường trung tuyến bằng nhau". Mệnh để R: 
"Tam giác ABC là tam giác cân nếu tam giác đó có hai đường trung tuyến bằng 
nhau và ngược lại" còn có thể phát biểu là : "Tam giác ABC là tam giác cân nếu 
và chỉ nếu tam giác đó có hai đưòng trung tuyến bằng nhau", mệnh đề đó có 
dạng "T nếu và chỉ nếu Q'\ Ta gọi R là một mệnh đề tương đương. □ 

Cho hai mệnh đề p và Q. Mệnh đê có dạng "P nếu và chỉ nếu Ọ” 
được gọi là mệnh đê tưong đương và kí hiệu ỉà p o Q. 

Mệnh đê p <=> Q đủng khi cả hai mệnh đề kéo theo p => Q và 
Q=> p đều đáng và sai trong các trường hợp còn lại. 


Đôi khi, người ta còn phát biếu mệnh đề p <=> Q là "P khi và chỉ khi Q". 

Mệnh đề P <=> Q đúng nếu cả haỉ mệnh đề p và Q cưng đúng hoặc 
cùng sai. Khi đó, ta nói rằng hai mệnh đề p và Q tương đương 
với nhau. 


|H3| 

a) Cho tam giác ABC. Mệnh để 'Tam giác ABC là một tam giác có ba góc bằng nhau 
nếu và chỉ nếu tam giác đô có ba cạnh bằng nhau" là mệnh đề gì ? Mệnh đề đó 
đúng hay sai ? 

b) Xét các mệnh đề p : "36 chia hết cho 4 và chia hết cho 3 "; 

Q : '36 chia hểt cho 12“ 
i) Phát biểu mệnh đề p => Q, Q => p và p Q. 
iị) Xét tinh đủng - sai của mệnh đề p <=> Q. 



5. Khái niệm mệnh để chứa biến 

Ví dụ 7, Xét các câu sau dây. 

(1) "n chia hết cho 3”, (với n là số tự nhiên). 

(2) "y > Jt + 3", (với X và y là hai số thực). 

Mỗi câu trên đều là một câu khẳng định chứa một hay nhiều biến nhận giá trị 
trong một tập hợp X nào đó. Tính đúng - sai của chúng tuỳ thuộc vào giá trị cụ 
thể của các biến đó. Nếu cho các biến những giá trị cụ thể trong tập X thì ta 
được những mệnh đề. Chẳng hạn, nếu kí hiệu câu (1) là P(n) thi P{ 6) là 
"6 chia hết cho 3", đó là mệnh đề đúng ; nếu kí hiệu câu (2) là Q(x ; y) 
thì Q{ 1 ; 2) là "2 > 1 + 3", đó là mệnh đề sai. ' □ 

Các cảu kiểu như câu (1) và câu (2) được goi là những thênh đề chứa biến. 

H4 Cho mệnh đề chứa biển P(x): "x > X 2 " vói X là sổ thực. Hỏi mỗi mệnh đề P(2) 
và p 4- đúng hay sai ? 

6, Các kí hiệu V và 3 
a) Kí hiệu V 

Cho mệnh đề chứa biến P(jf) với X € X Khi dó khảng định 

"Với mọi X thuộc X , P(x) đúng” (hay ”P(jr) đúng với mọi X thuộc X") ( 1 ) 

là một mệnh đề. Mệnh để này đúng nếu với Xq bất kì thuộc X P(x o) là mệnh đề 
đúng. Mênh đề này sai nếu có Xq € X sao cho P(xq) là mệnh đề sai. 

Mệnh đề (1) được kí hiệu là 

" \fx é X, P(x)" hoặc ” V* e X: P(xỴ'\ 

Kí hiệu V đọc là "với mọi”. 

Ví dụ 8 

a) Cho mệnh đề chứa biến p(x) : " X 2 -2x+2 > 0" với X là số thực. Khi đó 
mệnh đề " Vx € R, P(x) " đúng vì với bất ki X e R ta đều có 

X 2 -2x + 2 = (x-l) 2 + 1 >0. 

b) Cho mệnh đề chứa biến P(n) : ”2” +1 là số nguyên tố" với n là số tự nhiên. 
Khi đó, mệnh đề ' Vn e N, P(n)" sai vì vód n = 3 thì P(ỉ) : ”2 3 + 1 là số 

^ nguyên tố" là mệnh để sai. □ 

H5 Cho mệnh đề chứa biến P(n ): "«(/1 + 1) là số lẻ“ vói n là số nguyên. Phát biểu 
mệnh đề "Vn e z. P{nỴ. Mệnh đề này đúng hay sai ? 



b) Kí hiệu 3 

Cho mệnh đề chứa biến P(x ) với xeX. Khi đó, khẳng định 

"Tổn tại X thuộc Xdể P(x) đúng” (2) 

là một mệnh đề. Mệnh đề này đúng nếu có Xq eX để P{x Q ) là mệnh đề 
đúng. Mệnh đé này sai nếu với x 0 bất kì thuộc X, P(x o) là mệnh đề sai (nói 
cách khác là không có Jtp nào thuộc X để P(x ữ ) là mệnh để đúng). 

Mệnh đề (2) được kí hiệu là 

”3x € X P(x) " hoặc "3x e X : P{x) 

Kí hiệu 3 đọc là "tổn tại". 

Ví dụ 9 

a) Cho mệnh dề chúa biến p(n ) : " 2 n +1 chia hết cho rì' vối n là số tự nhiên. 
Khi dó, mệnh đề "3/2 € N, P(n) " đúng vì với n - 3 thì P( 3) : " 2 3 +1 chia hết 
cho 3" là mệnh đề đúng. 

b) Cho mệnh đề chứa biến P(x) : "(* -1) 2 < 0" với X là số thục. Khi đó, mệnh đề 

"3jc e R, P(x)" là mệnh đề sai vì với bất kì Xq e R , ta đều có (xq -l) 2 > 0. □ 

H6 Cho mệnh để chứa bìêh Q(n ) : ”T - 1 là số nguyên t ố" với n là sổ nguyên 
dương. Phát biểu mệnh đề "3n e N*, Q[nỴ\ Mệnh để này đúng hay sạí ? 

7. Mệnh đề phủ định của mệnh đề có chứa kí hiệu V, 3 

Ví dụ 10. Mệnh đề phù định của mệnh đề "Với mọi số tự nhiên n, 2 2 +1 là số 
nguyên tố" là "Tồn tại số tự nhiên n để 2 2 +1 không phải là số nguyên tố". □ 

Cho mệnh đề chứa biến p(x) với X € X Mệnh đê' phủ định của 
mệnh dề "Vjc € X, P(x)" ỉà 

. "3xeX, pựy. 

Ví dụ 11. Mệnh dề phu định của mệnh để "Trong lớp em có bạn không thích 
môn Toán" là "Tất cả các bạn trong lớp em đểu thích môn Toán". □ 

Cho mệnh đề chứa biến p(x) với x e X Mệnh đề phủ định của 
mệnhđề'3x<=XP(xỴ' ỉà 

'Wx e X, P(x) 

H7 Nêu mệnh đề phủ định của mệnh đề ”Tất cả các bạn trong lởp em đểu cô 
máytính‘\ 



Cãu hỏi và bài tập 

1. Trong các câu dưới đây, câu nào là mệnh đề, câu nào không phải là mệnh đề ? 
Nếu là mệnh đề thì em hãy cho biết nó đúng hay sai. 

a) Hây đi nhanh lên ! ; b) 5 + 7 + 4=15; • c) Năm 2002 là năm nhuận. 

2. Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau và xác định xem mệnh đề phủ 
định đó đúng hay sai. 

a) Phương trình X 2 - 3jc + 2 = 0 có nghiêm. 

b) 2 10 -1 chia hết cho 11. 

c) Có vô số SỐ nguyên tố. 

3. Cho tú giác ABCD. Xét hai mệnh đề : 
p : "Tứ giác ABCD là hình vuông", 

Q : 'Tứ giác ABCD là hình chữ nhật có hai đường chéo vuông góc". 

Phát biểu mệnh dề p <=> Q bằng hai cách và cho biết mệnh đề đó đúng 
hay sai. 

4. Cho mệnh đề chứa biến p(n) : "n 2 - 1 chia hết cho 4" với n là số nguyên. Xét 
xem mỗi mệnh đề p{ 5) và P(2) đúng hay sai. 

5. Nêu mộnh dề phủ định của môi mộnh dề sau : 

a) Vaỉ e N*, n 2 — 1 là bội của 3 ; b) v.t G R, X 2 - X + 1 > 0 ; 

c) 3x € Q, X 2 = 3 ; d) 3n e N, 2” + 1 là số nguyên tố; 

e) V /2 e N, 2 n > n + 2. 



Các số F n = 2 2 " +1 được gọi là các số Phéc-ma. Mệnh để F : e N, 2 r +1 là số 

nguyên tố" do nhà toán học lỗi lạc PhéCTna (P. Fermat, 1601 - 1665) nêu ra khi ông 
nhận xét thấy các số F 0 = 3, F| = 5, F 2 - 17, F 3 = 257, F A - 65 537 đều là số nguyên tố. 
Nhà toán học thiên tài CMe (L. Euler, 1707 - 1783) đã chứng tỏ mệnh đề F sai bằng 
cách chỉ ra với n = 5 ta có F $ = 2 32 +1 = 4 294 967 297 = 641 X 6 700417 chia hết cho 641, 
khòng phải là số nguyên tố. 




ÁP DỤNG MỆNH ĐỀ VÀO 

SUY LUẬN TOÁN HỌC 

■ _ • _ 


1. Đỉnh lí và chứng mình định lí 

1 r 

Ví dụ 1. Xét định lí "Nếu n là số tự nhiên lẻ thì n 2 - 1 chia hết cho 4”. 

Định lí này được hiểu một cách dầy đủ là "Với mọi số tự nhiên n y nếu n là số 
lẻ thì n 2 - 1 chia hết cho 4". 

Trong toán học, định lí là một mệnh đề đúng. Nhiều định lí được 
phát biểu dưới dạng 

. e X P(x) => Q(xỴ\ ' (1) 

trong đó p(x) và Q(x) là những mệnh đề chứa biêh , X ỉ à một tập 
hợp nào đó. 

Chứng mình định lí dạng (1) là dừng suy luận và những kiến thức 
đã biết để khẳng định rằng mệnh đề (1) ỉà đủng, tức là cần chứng 
tỏ rằng với mọi X thuộc X mà P(x) đúng thì Q(x) đảng . 

Có thể chứng minh định lí dạng (1) một cách trực tiếp hoặc gián tiếp. 

• Phép chứng minh trực tiếp gồm các bước sau : 

- Lấy X tuỳ ý thuộc Xmà P(x) đúng ; ' • 

- Dùng suy luận và những kiêh thức toán học đã biết để chi ra rằng Q(x ) đúng. 

Ví dụ 2. Hây chứng minh trực tiếp định lí nêu ở ví dụ 1. 

* 

Chứng minh. Cho n là số tự nhiên lẻ tuỳ ý. Khi đó, n = 2k + 1, k G N. 

Suy ra tỉ - 1 - 4k 2 4- 4k + 1 — 1 = 4 k(k + 1) chia hết cho 4. □ 

Đôi khi việc chứng minh trực tiếp một định lí gặp khó khăn. Khi đó, ta dùng 
cách chứng minh gián tiếp. Một cách chứng minh gián tiếp hay được dùng là 
chứng minh bằng phản chứng. 

• Phép chứng minh phản chứng gổm các bước sau : 

- Giá sử tồn tại Xq thuộc X sao cho p(x o) đúng và <20 q) sai, tức là mệnh đề (1) 
là mệnh đề sai; 

- Dùng suy luận và những kiến thức toán học đả biết để đi đến mâu thuẫn. 


Ví dụ 3. Chứng minh bằng phản chứng định lí 'Trong mặt phẳng, cho hai 
đường thẳng a và b song song với nhau. Khi dó, mọi đường thẳng cắt a thì 
phải cắt b". 

Chứng minh. Giả sử tồn tại đường thẳng c cắt a nhưng song song với b. Gọi M 
là giao điểm của ứ và c. Khi đó, qua M có hai đường thẳng a và c phân biệt 
cùng song song với b. Điều này mâu thuẫn với tiên để ơ-clít. □ 

I . 

M Chửng minh bằng phản chứng định lí"Vói mọi số tự nhiên n, nếu 3n + 2 là số Ịẻ 
thin là số lẻ". 


2. Điều kỉện cần, điều kiện đủ 

Cho định lí dưới dạng 

"Vx e X, P(x) => Qịxỷ. (1) 

P(x) dược gọi là giả thiết và Q(x) là kết luận của định lí. 

Định lí dạng (1) còn được phát biểu : 

P{x) ỉà điều kiện đả để có Q{x) 

hoặc 

Q(x) ỉà điểu kiện cần để có P(x). 

Ví dụ 4. Xét dịnh lí "Với mọi số tự nhiên n , nếu n chia hết cho 24 thì nó chia 
hết cho 8". 

Khi đó, ta nói "n chia hết cho 24 là điều kiện đủ để n chia hết cho 8" hoặc 
cũng nối "n chia hết cho 8 là điều kiên cần để n chia hết cho 24". □ 


H2| Định II trong vf dụ 4 có dạng "V* e N, P{n) ^ Q{nỴ'. Hây phát biểu hai mệnh đề 


chứa biến P(n) và Q(n). 


3. Định lí đảo, điểu kiện cần và đủ 

Xét mệnh để đảo của định ư dạng (1) 

"V* e K Qự) => pựy\ (2) 

Mệnh đề (2) có thể đứng, có thể sai. Nếu mệnh đề (2) đúng thì nó được gọi là 
định lí đảo của định lí dạng (1). Lúc đó định li dạng (1) sẽ được gọi là định lí 
thuận. Định lí thuận và đảo có thể viết gộp thành một định lí 

"VxeX, P(x) <=> Qix) 

Khi đó, ta nói 

P{x) ỉầ diều kiện cần và đủ để có Q{x). 



Ngoài ra, ta còn nói "P(x) nếu và chi nếu Q{x)" hoặc "P{x ) khi và chỉ khi 
Q(x)" hoặc "Điều kiện cần và đủ để cố P(jc) là có Q(x)'\ 


H3 Xét định lí "Với mọi số nguyên dương n, n không chia hết cho 3 khi và chỉ khi 


n 2 Chia cho 3 dư 1", 

Sử dụng thuật ngữ “điều kiện cần và đủ 1 ’ để phát biểu định lí trên. 


Câu liỏỉ và bài tập 

6. Phát biểu mệnh đề đảo của định lí 'Trong một tam giác cân, hai đường cao ứng 
với hai cạnh bên thì bằng nhau”. Mệnh đề đảo đó đúng hay sai ? 

7, Chứng minh định lí sau bằng phản chứng : 

"Nếu ữ, b là hai số dương thì ứ+ b > 2 4õb 

8* Sử dụng thuật ngữ "điều kiện dủ" để phát biểu định lí "Nếu d và b là hai số hữu 
tỉ thì tổng a + b cũng là số hữu tỉ". 

9. Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần" để phát biểu định lí "Nếu một số tự nhiên 
chia hết cho 15 thì nó chia hết cho 5". 

10. Sử dụng thuật ngữ "điều kiẽn cần và đủ" để phát biểu định lí "Một tứ giác nội tiếp 
được trong một đường tròn khi và clủ khi tổng hai góc đối diện của nó là 180 o, \ 

11. Chứng minh dịnh lí sau bằng phản chứng : 

"Nếu n là SỐ tự nhiên và n chia hết cho 5 thì n chia hết cho 5". 



ĐÔI NÉT VỂ GIOÓC-GỈƠ BUN 
NGƯỜI SÁNG LẬP RA LÕGỈC TOÁN 


Gioóc-giơ Bun sinh ngày 2-11-1815 ở Luân Đôn. ông ỉà con trai một nhà bán tạp hoá 
nhỏ. Vì nhà nghèo nên từ năm 16 tuổi ông đã phải tìm việc làm để kiếm tiến đỡ đần 
cha mẹ ông bắt đầu dạy học từ khỉ đó. Năm 20 tuổi, ỏng mở một trường tư ở quê 
nhà. Vừa cặm cụi dạy học, ông vừa ra sức tự học, tích luỹ vốn kiến thức toán học. 



Hoàn toàn bằng các kiến thức tự học, ông đâ bắt tay vào 
nghiên cứu với một niềm say mê lớn lao trong hoàn cảnh kinh 
tế khó khăn thiếu thốn. Với nàng khiếu, sự thông mình và 
niềm say mẻ toán học, ông đã đạt được một số kết quả và bắt 
đầu nổi tiếng nhờ những công trình của mình như: "Giải tích 
toản học của lôgic", "Các định luật của tư duy". Nhờ đó, ông 
được bổ nhiệm làm Giáo sư toán của trường Nữ hoàng ở Ai-len 
(Ireland) từ năm 1849 cho đến cuối đời. Một điều khá thú vị la 
người con gái của ông chính là nữ văn sĩ Ê-ten Bun (Eten Boole), 
tác giả của cuốn tỉểu thuyết "Ruổi trâu” rất nổi tiếng. 

Ông mất ngày 8-12-1864, thọ 49 tuổi. Cuộc đời và sự nghiệp 
của ông là một tấm gương sáng đáng để chúng ta noi theo về tinh thần khắc phục khó 
khăn, lao động cần cù, kiên nhẫn học tập và say mê nghiên cứu, sáng tạo. 



Gioóc-giơBun 

(George Booie, 18t5 -1864) 


Luyện tập 

12, Điên dấu V' vào ô thích hợp ưong bảng sau : 


Câu 

Không ỉà mệnh đề 

Mệnh đề đúng 

Mệnh đế sai 

2 4 - 1 chia hết cho 5. 




153 là số nguyên tố. 




Cấm đá bóng ở đây ! 




Bạn có máy tính không ? 





13. Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh để sau : 

a) Tứ giác ABCD đã cho là một hình chữ nhạt; 

b) 9801 là số chính phương. 

14. Cho tứ giác ABCD , Xét hai mệnh đề 

p : "Tứ giác ABCD có tổng hai góc đối là 180°" ; 

Q : "Tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp ’. 

Hãy phát biểu mệnh đề p => Q và cho biết mệnh đề này đúng hay sai. 










15. Xét hai mệnh đề 

p : ”4686 chia hết cho 6” ; Q: "4686 chia hết cho 4". 

Hãy phát biểu mệnh đề p =>Qvà cho biết mệnh đề này đúng hay sai. 

16. Cho tam giác ABC. Xét mệnh dề "Tam giác ABC là tam giác vuông tại A nếu 
và chì nếu AB 2 + AC 2 = BỚ". Khi viết mệnh dề này dưới dạng p <=> Q, hây 


nêu mệnh đề p và mệnh dề Q. 


17. Cho mệnh để chứa biến P(n): "n = 

rĩ" với n là số nguyên. Điền dấu u x" vào ô 

vuông thích hợp. 


<r 

a)P(O) 

Đúng Q 

Sai Ị~| 

b) PỢ) 

Đúng Q] 

SaiQ 

c) P(2) 

Đúng 

SaiQ 

d )/>(-!) 

Đúng Q 

SaiQ 

e) 3« e z, P(n) 

\ 

Đúng 

SaiQ 

g) Vn <= Z,P(n) 

Đúng Q 

SaiQ. 

18. Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mênh đề sau : 


a) Mọi học sinh trong lớp em đều thích môn Toán ; 

b) Có một học sinh ưong lớp em chưa biết sử dụng máy tính ; 

' c) Mọi học sinh trong lớp em đểu biết dá bóng ; 

d) Có một học sinh trong lớp em chưa bao giờ được tắm biển. 

19. Xác định xem các mênh đề sau đây đúng hay sai và nêu mệnh đề phủ định của 
mỗi mệnh đề dó : 

a) 3* e R, JC 2 = 1; 

b) 3n G N, n(n + 1) là một số chính phương ; 

c) Vx e R, (x - 1 Ỹ * X — 1 ; 

d) v« e N, n 2 + 1 không chia hết cho 4. 



20. Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đă cho sau đây. 

Mệnh đề "3x e R, X 2 = 2” khẳng dinh rằng : 

(A) Bình phương của mỗi số thực bằng 2. 

(B) Có ít nhất một số thực mà bình phương của nó bằng 2. 

(C) Chỉ có một số thực có bình phương bàng 2. 

(D) Nếu X là một SỐ thực thì X 2 = 2. 

21. Kí hiệu X là tập hợp các cầu thủ X trong đội tuyển bóng rổ, P(x) là mệnh đề 
chứa biến "x cao trên 180 cm". 

Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây. 

Mệnh đề "V* € Xy P(xỴ' khẳng dịnh rằng : 

(A) Mọi cầu thủ trong đội tuyển bóng rổ đều cao trên 180 cm. 

(B) Trong số các cầu thủ của đội tuyển bóng rổ có một số cầu thủ cao trên 
180 cm. 

(C) Bất cứ ai cao trên 180 cm đều là cầu thủ của đội tuyển bóng rổ. 

(D) Có một SỐ người cao trên 180 cm là cầu thủ của đội tuyển bóng rổ. 


TẬP HỢP VÀ CÁC PHÉP TOÁN 
TRÊN TẬP HỢP 


1. Tập hợp 

Ở lớp dưới, chứng ta*dã làm quen với khái niộm tập hợp. Nhớ lại rằng 

Tập hợp là một khái niệm co bản của toán học. Ta hiểu khái niộm tập hợp qua 
các ví dụ như : Tập hợp tất cả các học sinh lớp 10 của trường em, tập hợp các 
số nguyên tố,.,. . Thông thường, mỗi tập hợp gồm các phần tử cùng có chung 
một hay một vài tính chất nào đó. 




Nếu a là phần tử của tập hợp X, ta viết a G X (đọc là : a thuộc X). Nếu a không 
phải là phần tử của X, ta viết a g X (đọc là : a không thuộc X). Để cho gọn, đôi 
khi "tập hợp" sẽ được gọi tắt là "tạp". 

Ta thưòng cho một tập hợp bằng hai cách sau đây, 
ỉ) Liệt kẽ các phần tử của tập hợp. 


HI Viết tập hợp tấỉ cả các chữ cài có mặt trong dòng chữ u Không có gì quý hơn 


độc lập tự do”. 

2) Chỉ rõ cấc tính chất dặc trimg chơ cấc phần tử cảầ tập hợp. 


|H2 

a) Xét tập hợp A = ịn € N I 3 < n < 20ị. Hãy viết tập A bằng cách liệt kê các phần tử 
của nó. 

b) Cho tập hợp B = {-15 ; -10 ; -5 ; 0; 5 ; 10 ; 15}. Hãy viết tập B bằng cách chỉ rõ các 
tính chất đặc trưng cho các phẩn tử của nó. 

Nói chung, khi nói đến tập hợp là nói đến các phần tử của nó. Tuy nhiên, 
người ta cũng xét cả tập hợp không chứa phần tử nào. Tập hợp như vậy gọí là 
tập rồng và được kí hiệu là 0. 


2. Tập con và tập hợp bằng nhau 
a) Tập con 

Tập A được gọi là tập con của tập B và kí hiệu là A c B nếu mọi 
phẩn tử của tập A đều là phần tử của tập B. 

A B <=> (Vx, X e A => X e B). 

Nếu A <z B thì ta còn nói tập A bị chứa trong tạp B hay tập B chứa tập A và còn 
viết là£ 3 A. 

Từ định nghĩa tập Con, dễ thấy tính chất bắc cầu sau 

(A<^BvàB<^C)=>(A^C). 

Cung dễ thấy mỗi tập hợp là tập con của chính nó. 

Người ta coi 0 là tập con của mọi tập hợp, tức là 0 c A với mọi tập A. 




H3 Cho hai tập hợp A = Ị« e N I n chia hết cho 6) và B = {« e N I n chia hết 
cho 121. Hỏi A clB hay B <zA ? 

b) Tập hợp bàng nhau 

Hai tập hợp A và B được gọi là bằng nhau và kí hiệu là A = B nếu 
môi phần tử của A là một phần tử của B và mồi phần tử của B 
cũng ỉà một phần tử của A. 

Từ định nghĩa này, ta có 

A = B <=> (A cz B và B cz A). 

Hai tập hợp A và B không bằng nhau (hay khác nhau) được kí hiệu là A ^ B. 
Như vậy, hai tập hợp A và B khác nhau nếu có một phần tử của A không ỉà 
phần tử của B hoặc có một phần tử của B không là phần tử của A. 

H4 Xét định lí "Trong mặt phẳng, tập hợp các điểm cách đêu hai mút của một 
đoạn thẳng là đường trung trực của đoạn thẳng đô" 

Đây có phải là bải toán chứng minh hai tập hợp bằng nhau không ? Nếu có, hãy nêu 
hai tập hợp đỏ. 

c) Biểu đồ Ven 

Các tập hợp có thể được minh hoạ trực quan bằng hình 
vẽ nhờ biểu đồ Ven do nhà toán học người Anh Giỏn 
Ven (John Venn) lần đầu tiên đưa ra vào năm 1881. 

Trong biểu đổ Ven, người ta dừng những hình giới hạn 
bởi một đường khép kín để biểu diễn tập hợp. 

Chẳng hạn, hình 1.1 thể hiện tập A là tập con của tập B. Hình ỉ.Ị 

Ví dụ 1. Chúng ta đã biết tập hợp số nguyên dưcmg N , tập hợp sỏ tự nhiên M, 
tập hợp số nguyên z, tập hợp số hữu tỉ Q và tập hợp số thực E. 

Ta có các quan hệ sau 

N*cNcZcQcR, 

H5 Vẽ biểu đồ Ven mô tả cảc quan hệ trên. 





3. Một số các tập con của tập hợp số thực 


Trong các chương sau, ta thường sử dụng các tập con sau đáy của tập số thực R. 


Tén gọi và kí hiệu 

1 , 

rp- . Biểu diên trên truc sô 

Tâp hơp * 

(phần không bị gạch chéo) 

Tập số thực (-00 ; +co) 

R 


0 

-1-► 



ũ 

b 

Đoạn [ớ ; b] 

{x e R 1 <X< òị 

- 




a 

b 

Khoảng (đ; b) 

{x e M 1 ứ <x<£} 

- 




a 

b 

Nừa khoảng [a ; b) 

{x € R 1 a <x < b) 

Htmnị — 


Nửa khoảng (a ; b] 

Ịx e R 1 ứ <X < b) 

a 

ttmmír — 

^SSSm 

Nửa khoảng (-00 ; a] 

{x e R 1 X < a} 


a 

Nửa khoảng [a ; +oo) 

(xe M 1X> a} 

a 

- 

•% 

-- 

Khoảng (--00 ; a) 

\ 

{x € R1X < a} 


a 

Khoảng (a ; +co) 

{xe R 1 X > a) 

a 

- 

---► 


Trong các kí hiệu trên, kí hiệu -00 dọc là âm vô cực, kí hiệu +00 đọc là dương 
vô cực ; ứ và b dược gọi là các đầu mút của đoạn, khoảng hay nửa khoảng. 



Hãy ghép mỗi ý ồ cột trái với một ý ồ cột phải cố cùng một nội dung thành cặp. 










4. Các phép toán trên tập hợp 

a) Phép hợp 

Hợp của hai iập hợp A và B, kí hiệu là A L7j B, ỉà tập hợp bãỡ 
gồm tát cả các phần tử thuộc A hoặc thuộc B. 

/4ufi= |jc|ie A hoặc X€:B\. 

Trên biểu đồ Ven (h.1.2), phần gạch chéo biểu 
diển hợp của hai tập hợp A và B. 

Ví dụ 2. Cho đoạn A = [-2 ; 1] và khoảng B - (1; 3). 

Ta có Hình ỉ 2 

A\jB = [-2 ; 3). □ 

b) Phép giao 

Giao của hai tập hợp A và B, kí hiệu là A n B, là tập hợp bao 
gồm tất cả các phần tử thuộc cả A và B. 



Trên biểu đồ Ven (h.1.3), phần gạch chéo biểu 
diễn giao của hai tập hợp A và B. 

Nếu hai tập hợp A và B khỏng có phần tử chung, 
nghĩa là A n B — 0 thì ta gọi A và B là hai tập 
hợp rời nhau. Hình Ỉ.3 

Ví dụ 3. Cho nửa khoảng A = (0 ; 2] và đoạn B = [1 ; 4]. Ta có 

AnB=[ì;2ị □ 

H7| GọiA là tập bợp các học sinh giỏi Toán của trường em t B là tập hợp các học 
sinh giỏi Văn của trường em. Hãy mô tả hai tập Ao B và A r\ B. 

c) Phép lảy phần bù 

Cho A là tập con của tập E. Phẩn bà của A trong E, kí hiệu là c ẹA^ [ \ 
ỉà tập hợp tất cả các phần tử của E mà không là phần tử của A. 




(1) c là chữ dáu tiên của từ tiếng Anh ”complement” có nghía phần bù, bô sung, 





Trẽn biểu đồ Ven (h.1.4), phần gạch chéo biểu diễn 
phần bù của tập A trong E . 

Ví dụ 4. Phần bù của tập các sổ' tự nhiên trong tập các 
số nguyên là tập các số nguyên âm. Phần bù của tập 
các số lẻ trong tập các số nguyên là tập các số chẵn. □ 

a) Phần bù của tập số hữu tỉ Q trong R là tập nào ? Hỉnh 1.4 

b) Giả sử A là tập hợp các học sinh nam trong lớp ôm, B /à tập hợp các học sinh 
trong lớp em và D là tập hợp các học sinh nam trong trường em. Hăy mô tả các tập 
hợp Cgi4 ,■ C d A. 

CHÚ Ý 

Với hai tập hợp A, B bất kì, người ta còn xét hiệu của hai tâp hợp 
A và B. 

Hiệu của hai tập hợp A và B, kí hiệu ỉà A\B, là tập hợp bao 
gồm tất cả các phần tử thuộc A nhưng không thuộc B. 

A\B = ịx I X e A và X £ B). 

Trên biểu đồ Ven (h.1.5), phần gạch chéo biểu diễn 
hiệu của hai tập A và B . 

Ví dụ 5. Cho nửa khoảng A = (1; 3] và đoạn B=l 2 ; 4]. 

Khi đó, A\B = (ì ; 2). 

Từ định nghĩa ta thấy, nếu A d E thì 

C £ A=£\A. 





Câu hỏi và bài lập 

22. Viết mỗi tập hợp sau bằng cách liệt kê các phần tử của nó : 
ã)A=ịxeR\(2x-J)(2x 2 —3x-2)=0} ; 

b)B= {n e N*I 3 < « 2 < 30). ■ 

23. Viết mỗi tập hợp sau bằng cách chỉ rõ các lính chất đặc trưng cho các phần tử 
của nó: 




b)tf=M;-2;-l ;0; 1 ; 2; 3} ; 


a) A = {2 ; 3 ; 5 ; 7} ; 
c) c = {-5 ; 0 ; 5 ; 10; 15}. 

24. Xét xem hai tập hợp sau có bằng nhau khổng : 

A = u e R I (x - \){x - 2)(x- 3) = 0} và B = {5 ; 3 ; 1}. 

25. Giả sử A = {2 ; 4 ; 6 } # B = {2 ; 6}, c = (4 ; 6} và D = {4 ; 6 ; 8}. Hãy xác 
định xem tập nào là tâp con của tập nào, 

26. Cho A là tập hợp các học sinh lớp 10 đang học ở trường em và B là tập hợp 
các học sinh đang học môn Tiếng Anh của trường em. Hãy diễn đạt bằng lời 
các tập hợp sau : 

a)Anổ; b)A\B ; c)/lufi; d)B\A. 

27. Gọi A, B, c, D, E và F lần lượt là tập hợp các tứ giác lồi, tập hợp các hình 
thang, tập hợp các hình bình hành, tập hợp các hình chữ nhật, tập hợp các hình 
thoi và tập hợp các hình vuổng. Hỏi tập nào là tập con của tập nào ? Hãy diễn 
dạt bằng lời tập D n £. 

28. Cho A = {1 ; 3 ; 5} và B = {1 ; 2 ; 3}. Tìm hai tập hợp (A \B) u (B\A) và 
(A uỉ)\(/4nfi). Hai tập hợp nhận được là bằng nhau hay khác nhau ? 

29. Điền dấu 'V vào ô trống thích hợp. 


a) e R, X G (2,1 ; 5,4) => X e (2 ; 5) 

Đúng 

Sai 


b) (2,1 ; 5,4) =>* € (2 ; 6) 

Đúng 1 

Sai 


c) Vx e M, " ỉ ,2 < X < 2,3 => “1 < * < 3 

Đúng 

Sai 


d) Vx e R, -4,3 < X < -3,2 => -5 < X < -3 

Đúng 

Sai 



30. Cho đoạn A = [-5 ; 1] và khoảng B - (-3 ; 2). Tim A u B và A n B. 


Luyện tập 

31. Xác định hai tập hợp A và B , biết rằng : 

A\B={ 1 ;5 ;7; 8},£\A= {2; 10} và/4n£={3;6;9}. 

32. Cho A = {1 ;2;3;4;5;6;9},B= (0 ; 2 ; 4; 6 ; 8 ; 9Ị vàC= {3;4;5;6;7|. 
Hãy tìm /4n(ỗ\C) và(/4nỗ)\ c. Hai tập hạp nhận được bằng nhau hay 
khác nhau ? 





33. Cho A và B là hai tập hợp. Dùng biểu đổ Ven để kiểm nghiệm rằng : 

a)(A\ô)cA; b)/ln (B\A) = 0 ; c)/lu(ỉ\/t) = /luB. 

t 

34. Cho A là tập hợp các số tự nhiên chẵn không lớn hơn 10,5={«eNỊ«<6f 

và c = {n e N I 4 < n <: 10 Ị. Hây tìm : 
a)An(5uC); b) (A\B) u (A\C) u (B\cỵ 

35. Điền dấu "x" vào ô trống thích hợp. 

a) úc { a ; b ) Đúng Sai Ị^l 

b) (ứ}cr {<2 ; bị Đúng Sai I Ị . 

36. Cho tập hợp A - {a ; b ; c ; d} . Liệt kê tất cả các tập con của A có : 

a) Ba phần tử; b) Hai phần từ ; c) Không quá một phần từ. 

37. Cho hai doạn A = [ữ ; a + 2] và B = [b ; b + 1]. Các số a, b cần thoả mãn điều 

kiện gì để A n B * 0 ? 

38. Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau : 

(A) Q n R = Q ; (B)N*nM = N*. 

(C) ZuQ = Q ; (D) NuN* = Z. 

39. Cho hai nửa khoảng A - (-1 ; 0] và B = [0 ; 1). Tìm AuS.Anỗvà CỵA' 

40. Cho A = ỊneZU = 2Ắ:,Ấ:eZ} ; 

B là tập hợp các SÒ nguyên có chữ số tận cùng là 0, 2,4, 6, 8 ; 
c = [n e z I n = 2k - 2, k e Z} ; 

D= {neZ\n = 3k + lkeZ\. 

Chứng minh rằng A-B, A = c và A ± D. 

41. Cho hai nửa khoảng A = (0; 2], B = [1; 4). Tìm C a (A u B) và C R (A n B). 

42. Cho A = {a, b> c],B^ \b t c, d ), c = {h, c, e}. 

Chọn khẳng định đúng trong các khảng định sau : 

(A)t4u(ổnO = (/luB)nC; (B)Au(5nQ=(Au5)n(y\uC); 
(C) (4u5)nC = (^uỗ)n(/luC); (D) (4nfi)uC = (AuB)nC. 



TIỂU SỬ NHÀ TOÁN HOC CAN-TO 





Ghè-oốc Can-to 
{Georg Cantor ; 1845-1918) 


Can-to sinh ngày 3-3-1845 tạí Xanh Pê-tec-bua trong một gia 
đỉnh có bố là một thương gia, mẹ là một nghệ sĩ: Tài nâng và 
lòng say mê toán học của ông hình thành rất sớm. Sau khi tốt 
nghiệp phổ thông một cách xuất sắc, ông ôm ấp hoài băo đi 
séu vào toán học. Bố của ông muốn ông trở thành một kĩ sư 
vì nghề này kiếm được nhiều tiền hơn. Nhưng ông đã quyết 
tâm học sâũ về toán và cuối cùng, ông thuyết phục được cha 
bằng lòng cho. ống theo học ngành Toán, ông viết thư cho 
cha đại ý như sau : "Con rất sung sướng vì cha đả đổng ý cho 
con theo đuổi hoài bão của con. Tâm hồn con, cơ thể con 
sống theo hoài bão ấy", ông bảo vệ luận án Tiến sĩ tại trường đại học Bec-lin vào 
năm 1867. Từ nãm 1869 đến 1905, ông dạy ỏ trường đại học Ha-lơ (Halle). ông !à 
người sảng lập nẻn lí thuyết tập hợp. Ngay sau khi ra đời, lí thuyết tập hợp đă là cơ 
sở cho một cuộc cách mạng trong viết sách và giảng dạy toán. Những cổng trình 
toán học của òng đã để lại dấu ấn sảu sắc cho các thế hệ các nhà toán học lớp sau. 
Năm 1925, Hin-be (D. Hilbert), nhà toán học lỗi lạc của thế kỉ XX đả viết: "Tôi đả 
tỉm thấy trong các cống trình của ông vẻ đẹp của hoa và trí tuệ. Tôi nghĩ rằng đó là 
đinh cao của hoạt động trí tuệ của con người". Từ năm 40 tuổi, tuy có những thời kì 
đau óm phải nằm viện nhưng ông vẫn không ngừng sáng tạo. Một trong những 
công trình quan trọng của ông đâ được hoàn thành trong khoảng thời gian giữa hai 
cơn đau. Ông mất ngày 6-1-4£18 tại một bệnh viện ở Ha-lơ, thọ 73 tuổi. 



SỐ GẦN ĐÚNG VÀ SAI SỐ 




1, Số gần đúng 

Trong nhiều trường hợp, ta không 
biết được giá trị đúng của đại lượng 
ta đang quan tâm mà chỉ biết giá tộ 
gần đúng của nó. Cả hai kết quả do 
chiều dài chiếc bàn ở hình bên chỉ là 
các giá trị gần đúng với chiều dài 
thực của chiếc bàn. 

iHll Theo Tổng cục Thống kè, dân số nước ta tại thời điểm ngày T4-2003 là 80902,4 

nghìn người , trong đó số nam là 39 755,4 nghìn người, số nữ là 41 147,0 nghìn người; 
thành thị cô 20 869,5 nghìn người và nông thôn cô 60 032,9 nghìn người. 

Hỏi các số liệu nói trên là số đúng hay số gần đúng ? 

2. Sai sô tuyệt đối và sai sô tương đối 



a) Sai số tuyệt đốỉ 


Giả sử ơ là giá trị đúng của một đại lượng vầ a là giấ trị gần đúng 
của ã . Giá trị \ă -a\ phản ánh mức độ sai lệch giữa ã và a. Ta gọi 
ịã -a\ỉà sai số tuyệt dối của sô'gần đúng a và kí hiệu là A ữ , tức là 

A ơ = I ã - a\. 

Trên thực tế, nhiều khi ta không biết ã nên không thể tính được chính xác A a . 
Tuy nhiên, ta có thể đánh giá được A a không vượt quá một số dương d nào đó. 

Ví dụ 1. Giả sử ã = yÍ2 và môt giá trị gần đúng của nó là ứ = 1,41. Ta có : 

(1.41) * =1,9881 <2 =>1,41 <Vã => Vã-1,41 >0 ; 

(1.42) 2 = 2,0164 > 2 => 1,42 > Vĩ => Vỉ-1,41 <0,01. 


Do đó 


ã-a =1 V2 -1,41 1 <0,01. 
Vậy sai số tuyệt đối của 1,41 khống vượt quá 0,01. 




□ 
















Nếu A đ < d thì a~d <ă <a + d. Khi đó, ta quy ước viết 

ã -a±d. 

Như vậy, khi viết ã =ữ±d, ta hiểu số đứng ã nằm trong đoạn [a ~ d; a + d]. 

Bởi vậy, d càng nhỏ thì độ sai lệch của số gần đúng a so với số đúng ã càng 
ít. Thành thử d được gọi là độ chính xác của số gần đúng. 

H2 Kết quả đo chiều dài một cây cầu được ghi là 152 m ± 0,2 m. Điều đó có nghĩa 
như thế nào ? 

b) Sai sô tương đòi 

Ví dụ 2. Kết quả đo chiều cao một ngôi nhà được ghi là 15,2 m ± 0,1 m. 

Ta muốn so sánh độ chính xác của phép đo này với phép đo chiều dài cây cầu 
nói trong |H2| . 

Thoạt nhìn, ta thấy dường như phép do này có dô chính xác cao hơn phép đo 
xét trong |H2l . □ 

Để so sánh độ chính xác của hai phép đo đạc hay tính toán, người ta đưa ra 
khái niệm sai số tương đối. 


Sai sô tương đối của số gần đúng a, kí hiệu là ổ a , là tỉ số giưa 
sai sô'tuyệt đôi và Iđl, tức ỉầ 


$ =Ạl. 

w a I _l 


Nếu a =a±d thì A a < d. Do đó ỗ a < — 

\a\ 

Ớ 

Nếu |7 càng nhỏ thì chất lượng của phép do đạc hay tính toán càng cao. 

\a\ 

Người ta thường viết sai sô' tương đối dưới dạng phần trăm. 

• Trở lại ví dụ 2 ỏ trên, ta thấy : Trong phép đo chiều dài cây cầu thì sai số 

’ 0,2 ~ 

tương đối không vượt quá « 0,13%. Trong phép do chiều cao ngổi nhà 

15 2 

thì sai số tương đổi không vượt quá - 7 — » 0 , 66 %. 

15,2 

Như vậy, phép đo chiẻu dài cây cầu cọ độ chính xác cao hơn. □ 

H3 Số a được cho bỏi giá trị gần đúng a = 5,7824 vời sai số tương đối /chổng vượt 
quà 0,5%. Hãy đành giá sai sổ tuyệt đổi của ã. 



3. Số quy tròn 

Trong thực tế đo đạc và tính toán, nhiều khi người ta chỉ cần biết giá trị gần 
đúng của một đại lượng với độ chính xác nào đó (kể cả khi có thể biết được 
giá trị đúng của nó). Khi đó để cho gọn, các số thường được quy tròn. 

Tuỳ mức độ cho phép, ta có thể quy tròn một số đến hàng đơn vị, hàng chục, 
hàng trãm, ... hay đến hàng phần chục, hàng phần trăm, hàng phần nghìn,... 
(gọi là hàng quy tròn) theo nguyên tắc sau : 

• Nếu chữ số ngay sau hàng quy tròn nhỏ hơn 5 thì ta chỉ việc thay thế chừ số 
đó và các chữ số bên phải nó bởi 0. 

* Nếu chữ số ngay sau hàng quy tròn lớn hơn hay bằng 5 thì ta thay thế chữ số 
đó và các chữ số bên phải nó bời 0 và cộng thêm một đơn vị vào chữ số ờ 
hàng quy tròn. 

Ví dụ 3. Nếu quy tròn số 7216,4 đến hàng chục thì chữ số ở hàng quy tròn là 1, 
chữ số ngay sau đó là 6 ; do 6 > 5 nên ta có số quy tròn là 7220. □ 

Ví dụ 4. Nếu quy tròn số 2,654 đến hàng phần trăm (tức là chữ số thứ hai sau 
dấu phẩy) thì chữ số ngay sau hàng quy tròn là 4 ; do 4 < 5 nên số quy tròn 
là 2,65. □ 

Ta thấy trong ví dụ 3 và ví dụ 4, sai sò tuyột đối lần lượt là 

17216,4-72201 =3,6 <5; 

12,654 - 2,65 I = 0,004 < 0,005. 


Nhận xét. Khi thay số đúng bài số quy tròn đến một hàng nào đó thì sai số 
tuyệt đối của sô quy tròn không vượt quá nửa đơn vị của hàng quy tròn. 
Như vậy, độ chính xấc của số quy tròn bằng nửa đơn vị của hàng quy tròn. 


H4| Quy tròn số 7216,4 đến 


số tuyệt đối của số quy tròn. 


bàng ổơn vị, số 2,654 đến hàng phần chục rồi tính sai 


CHÚ Ý 

1) Khi quy tròn số đúng ã đến một hàng nào thì ta nói sổ gần đúng 
a nhận được là chính xác dèh hàng đó. Chẳng hạn, số gần đúng của 
n chính xác đến hàng phần trăm là 3,14 ; số gần đúng của ylĩ 
chính xác đến hàng phần nghìn là 1,414. 

2) Nếu kết quả cuối cùng của bài toán yêu cầu chính xác dến hàng 
^ thì trong quá trình tính toán, ở kết quả của các phép tính trung 

gian, ta cần lấy chính xác ít nhất đến hàng —!—. 

Ì0 n+Ỉ 



3) Cho sô’ gần đúng a với độ chính xác d (tức là ã - a ± d). Khi 
được yêu cầu quy tròn $ố ứ mà không nói rõ quy tròn đến hàng nào 
thì ta quy tròn số a đến hàng thấp nhất mà d nhỏ hơn một đơn vị 
của hàng đó. 

Chẳng hạn, cho ã - 1,236 ± 0,002 và ta phải quy tròn số 1,236. Ta 
thấy 0,001 < 0,002 < 0,0 ỉ nên hàng thấp nhất mà d nhỏ hơn một 
đơn vị của hàng đó là hàng phần trăm. Vậy ta phải quy tròn 
số 1,236 đến hàng phần trăm. Kết quả là ă » 1,24. 

4. Chữ sô chắc và cách viết chuẩn sô gẩn đúng 

a) Chữ số chắc 

Cho sô gần đủng a của số ã với độ chính xác d. Trong số a, một 
chữ số dược gọi là chữ số chắc (hay đáng tin) nếu d không vượt 
quá nửa đơn vị của hàng có chữ số dó. 

Nhận xét. Tất cả các chữ số dứng bên trái chữ số chắc đều là chữ số chắc. 
Tất cả các chữ sổ đứng bên phải chữ số không chắc đều ỉà chữ số không chắc. 

Ví dụ 5. Trong một cuộc điều tra dân số, người ta báo cáo số dân của tỉnh A là 

1 379 425 người ± 300 người. 

Vì = 50 < 300 < 500 = nên chữ sô' hàng nghìn (chữ số 9) là chữ 
2 2 

SỐ chắc. - Vậy các chữ số chắc là 1, 3, 7 và 9 □ 

b) Dạng chuẩn của số gần đúng 

Trong cách viết ã - a± d, ta biết ngay độ chính xác d của sô gần đúng a 
(tức là a - d < ứ < a + d ). Ngoài cách viết trên, người ta còn quy ước dạng 
viết chuẩn của số gần đúng và khi cho một số gần đúng dưới dạng chuẩn, ,ta 
cũng biết được độ chính xác cua nó. 

♦ Nếu số gần đúng là số thập phân không nguyên thì dạng chuẩn là dạng mà 
mọi chữ số của nó đều là chữ số chắc. 

Ví dụ 6. Cho một giá trị gần đung của y[ị được viết dưới dạng chuẩn là 
2,236 (« 2,236). ở đây, hàng thấp nhất có chữ số chắc là hàng phần 

1 , __ 

nghìn nên độ chính xác của nó là ị. 10 - 0,0005. Do đó, ta biết được : 

2,236 - 0,0005 < yfs < 2,236 + 0.0005. 



• Nếu số gần đúng là số nguyên thì dạng chuẩn của nó là 4.10*, trong đó A là 
số nguyên, 10* là hàng thấp nhất có chữ số chắc (k e N). 

(Từ đố, mọi chữ số cùa A đều là chữ số chắc). 

Ví dụ 7. Số dân của Việt Nam (năm 2005) vào khoảng 83.10 6 người (83 triệu 
người). Ở dây, k = 6 nên dô chính xác của số gần đúng này là -ị. 1 o 6 = 500000. 

Do đó, ta biết được số dân của Việt Nam trong khoảng từ 82,5 ưiộu người đến 
83,5 triệu người. 

CHÙ Ý 

Các số gần đúng trong ''Bảng số với bốn chữ số thập phân 1 ’ (bảng 
Bra-đi-xơ) hoặc máy tính bỏ túi đều dược cho dưới dạng chuẩn. 

Ví dụ 8. Dùng máy tính bỏ tíii để tính V 2 + >/ 3 , ta dược kết quả là 
3,14626437. Ta hiểu số gần đúng này được viết dưới dạng chuẩn, nó có độ 

chính xác là ■ 

(Đối với một số loại máy tính như CASỈO fx - 500 MS, ta có thể sử dụng chức 
năng định trước độ chính xác của kết quả đã được cài sẵn trong máy). 

CHÚ Ý 

Với quy ước về dạng chuẩn số gần đúng thì hai số gần đúng 0,14 và 
0,140 viết dưới dạng chuẩn cố ý nghĩa khác nhau. Số gần đúng 0,14 
có sai số tuyệt đối không vượt quá 0,005 còn số gần đúng 0,140 có 
sai số tuyệt đối không vượt quá 0,0005. 

5. Kí hiệu khoa học của một số 

Mỏi số thập phân khác 0 đều viết được dưới dạng a.io”, trong đó 1 < \a\ < 10, n € z. 
(Quy ước rằng nếu n = -m, với m là số nguyên dương thì 10" w 

10 m 

Dạng như thế được gọi là kí hiệu khoa hạc của số đó. Người ta thường dùng kí 
hiệu khoa học để ghi những số rất lớn hoặc rất bé. Số mũ n của 10 trong kí hiệu 
khoa học của một số cho ta thấy độ lớn (bé) của số đó. 



Ví dụ 9. Khối lượng của Trái Đất viết dưới dạng kí hiệu khoa học là 

5,98.10 24 kg. 

Khối lượng nguyên tử của Hiđrố viết dưới dạng kí hiệu khoa học là 

1 ,66.10 24 g. □ 

Câu hỏi và bài tập 

22 

43. Các nhà toán học cổ dại Trung Quốc đã dùng phân số ~ dể xấp xỉ sớ 71, Hãy 

đánh giá sai số tuyệt dối cùa giá trị gần đúng này, biết 3,1415 < 7C< 3,1416. 

44. Một tam giác có ba cạnh đo dược như sau : a = 6,3 cm ± 0,1 cm ; b — 10 cm ± 0,2 cm 
và c - 15 cm ± 0,2 cm. Chứng minh rằng chu vi p của tam giác là 
p - 31,3 cm ± 0,5 cm. 

45. Một cái sân hình chữ nhật với chiểu rộng là* = 2,56 m ± 0,01 m và chiều dài 
lày = 4,2 m ± 0,01 m. 

Chứng minh rằng chu vi p của sân là p = 13,52 m ± 0,04 m. 

46. Sử dụng máy tính bỏ túi : 

a) Hãy viết giá trị gần đúng của \Ỉ2 chính xác đến hàng phần trăm và hàng 
phần nghìn. 

b) Viết giá trị gần đứng của -v/ioo chính xác đến hàng phần trăm và hàng 
phần nghìn. 

47. Biết rằng tốc độ ánh sáng trong chân không là 300000km/s. Hỏi một nàm 
ánh sáng đi dược, trong chân không là bao nhiêu (giả sử một năm có 365 ngày) ? 
(Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu khoa học). 

48. Một don vị thiên văn xấp xỉ bằng 1.496.10 8 km. Một trạm vù trụ di chuyển 
với vận tốc trung binh là 15000 m/s. Hỏi trạm vũ trụ dó phải mất bao nhiêu 
giây mới di được một đơn vị thiên văn ? (Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu 
khoa học). 

49. Vũ trụ có tuổi khoảng 15 tỉ năm. Hỏi Vũ trụ có bao nhiêu ngày tuổi (giả sử 
một năm có 365 ngày) ? (Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu khoa học). 



Bài đọc thêm 

* 


u 


LOÀI NGƯỜI ĐÃ Sử DỤNG CÁC HỆ ĐẾM 
Cơ SỐ NÀO ? 


Đa số các dân tộc trên thế giới dùng hệ đếm thập phân để biểu diễn các số. Tuy 
nhiên, ngoài hệ thập phân còn có các hệ đếm cơ số khác. 

Cho b là một số nguyên dương lớn hơn 1. Khi đó, mọi số nguyên dương n có thể biểu 
diễn duy nhất dưới dạng n = ữ k b k +a k _ i b k ~ 1 + ... -t-ớịồ.+ OQ, 


ở đây k € N, Oq, đj , .... a k là các số nguyên không âm nhỏ hơn b và a k * 0, Người ta 

kí hiệu n = {a k ...a x a^) b và gọi đó là biểu diễn của n trong hệ đếm cơ số b. 

Hệ đếm sớm nhất của loài người khống phải là hệ đếm thập phân mà là hệ đếm cơ 
số 60 của người Ba-bi-lon. Vào thời cổ đại, cũng có các bộ tộc dùng hệ đếm cơ số 5. 
Người Mai-a ở Nam Mĩ có một nền văn hoá khá độc đáo từng sử dụng hệ đếm cơ số 20. 
Tại Đan Mạch ngày nay, người ta vẫn còn dùng hệ đếm cơ số 20. Người Anh rất 
thích dùng hệ đếm cơ số 12, người ta tính 12 bút chi là một tá bút chì, 24 bút chì là hai 
tá bút chì. 


Đến khi có máy tính điện tử thì hệ nhị phân lại được Ưa chuộng. Trong hệ nhị 
phân để ghi các con số, ta chỉ cần hai chữ số 0 và 1. Có thể dùng số 1 biểu diễn 
việc đóng mạch, số 0 biểu diễn việc ngắt mạch ; hoặc 1 biểu diễn trạng thái bị từ 
hoá, 0 là trạng thái không bị từ hoá, ... , Từ đó cho thấy hệ nhị phân rất thích hợp 
cho việc biểu diễn các thông tin trên máy tính. 

Chẩng hạn, do 69 = 2 6 + 2 2 +2° nên 69 được viết trong hệ nhị phản là (100010l) 2 . 
Số 351 có biểu diễn trong hệ nhị phân là (101011111) 2 vì (101011111) 2 = 

= 2?+2 ố +2 4 + 2 3 + 2 3 -h 2+1 = 351. số 100000 được viết dưới dạng nhị phân là 


( 11000011010100000 ) 2 . 


Nhược điểm củạ hệ nhị phân là các sô viết trong hệ nhị phân đểu dài và khó đọc. Để 
khắc phục điều này trong máy tính, người ta dùng hai hệ đếm bổ trợ là hệ đếm cơ số 
8 và hệ đếm cơ số 16. Độ dài một số viết ra trong hệ đếm cơ số 8 chĩ bằng khoảng 


í 

3 


độ dài viết trong hệ nhị phân và không khác mấy so với viết trong hệ thập phân. 


Tương tự như vậy, độ dài một số viết ra trong hệ đếm cơ số 16 chĩ bằng khoảng ị 

độ dài viết trong hệ nhị phân. Việc chuyển đổi giữa hệ nhị phân sang hệ đếm cơ số 8 
hay 16 và ngược lại rất đơn giản. Vì thế, hệ đếm cơ số 8 và 16 đã trợ giúp đắc lực cho 
việc giao tiếp giữa người và máy tính. 



LỊCH SỬ CỦA VIỆC Tính gẩn đúnố số 71 


số 7Ĩ là số vô tỉ, nó có biểu diễn thập phản là số thập phân võ hạn không tuần hoàn. 
Trong lịch sử toán học đã xuất hiện một "cuộc đua" nhằm đạt kỉ lục về việc tính gần 
đúng số n với nhiều chữ số (nghĩa là với độ chính xác càng cao). Người đầu tiên tính 
số n tới bảy chữ số là Tô Xung Chi, nhà toán học Trung Quốc (thế kỉ V). Nhà toán 
học Ru-đôn-phd (C. Rudolff, 1499 - 1545) người Đức đả tính số 71 tới 35 chữ số. ông 
rất tự hào về điều này và để lại di chúc khắc 35 chữ số này trên bìa mộ của ông. 
Ngày nay với sự trợ giúp của máy tính, các ki lục về tính số 71 với nhiều chữ số liên 
tiếp bị vượt qua trong một thời gian ngắn. Chúng ta xem bảng sau đây sẽ rõ. 


Năm 

Quốc tịch người tỉnh sô n 

Số chữ sô của số n 

1957 

Mĩ 

100 265 

1973 

Pháp 

1 triệu 

1983 

Nhật 

16 triệu 

1986 

Mĩ 

30 triệu 

1987 

Nhật 

1335 triệu 

1989 

Mĩ 

4 tỉ 

2002 

Nhật 

1241 tĩ 


Câu hỏi và bài tập ôn tập chương I 

50, Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đâ cho sau đây. 

Cho mệnh đề "Vx e R, X 2 > 0". Mệnh đề phủ định của mệnh đề trên là : 

(A)VjteR,ý ! <0; (B) Vx e R, X < 0 ; 

(C) 3x e R, X > 0; (D) 3* € R, < 0. 

51. Sử dụng thuật ngữ "diều kiện đủ" để phát biểu các định lí sau đây. 

a) Nệ'u tứ giác MNPQ là một hình vuông thì hai đường chéo MP và NQ 
bằng nhau. 


b) Trong mặt phẳng, nếu hai đường thảng phân biệt cùng vuông góc với một 
đường thẳng thớ ba thì hai đường thẳng ấy song song với nhau. 

c) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có diện tích bằng nhau. 

52. Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần" để phát biểu các định lí sau đảy. 

a) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có các đường trung tuyến tương ứng 
bằng nhau. 

b) Nếu một tứ giác là hình thoi thì nó có hai đường chéo vuông góc với nhau. 

53. Hãy phát biểu định lí đảo (nếu có) cua các định lí sau dây rồi sử dụng thuật 
ngữ "diều kiên cần và đủ" hoặc "nếu và chỉ nếu" hoặc "khi và chỉ khi" để phát 
biểu gộp cả hai định lí thuận và đảo. 

a) Nếu n là số nguyên dương lẻ thì 5 n 4- 6 cũng là số nguyên dương lẻ. 

b) Nếu n là số nguyên dương chẵn thì In 4- 4 cũng là số nguyên dương chẵn. 

54. Chứng minh các định lí sau đây bằng phương pháp phản chứng. 

a) Nếu a + b < 2 thì một trong haì số a và b phải nhỏ hơn 1. 

b) ƠIO n là số tự nhiên, nếu 5n -4- 4 là số lẻ thì n là số lẻ. 

55. Gọi E là tập hợp các học sinh của một trường trung học phổ thông. Xét các tập 
con sau của E : tập hợp các học sinh lớp 10, kí hiệu là A ; tập hợp các học sinh 
học Tiêhg Anh, kí hiệu là B. Hãy biểu diễn các tập hợp sau đây theo A, B và E. 

a) Tập hợp các học sinh lớp 10 học Tiếng Anh của trường đó. 

b) Tập hợp các học sinh lớp 10 không học Tiếng Anh của trường đó. 

c) Tập hợp các học sinh không học lớp 10 hoặc không học Tiếng Anh của 
trường đó. 

56. a) Ta biết rằng \x - 3 [ là khoảng cách từ điểm X tới điểm 3 trên trục số. 

Hãy biểu diễn trên trục số các điểm X mà I X - 31 < 2. 

b) Điển tiếp vào chổ còn trống (...) trong bảng dưới đây. 





57. Đién tiếp vào chồ còn trống (...) trong bảng dưới đây. 


2 < X < 5 

X e [2 ; 5] 

-3 < X < 2 

X E ... 

m ử m 

X e [-1 ; 5] 

• * m 

X € (-00 ; 1] 

-5 < X 

X E ... 


58. Cho biết giá trị gần đúng của sò n vói 10 chữ số thập phân là 

7U« 3,141 592653 5. 

a) Giả sừ ta lấy giá trị 3,14 làm giá trị gần đúng của 71. Chứng tỏ sai số tuyệt 
đôi không vượt quá 0,002. 

b) Giả sử ta lấy giá trị 3,1416 làm giá trí gần đúng của n. Chứng to sai số 
tuyệt dối khống vượt quá 0,0001. 

59. Một hình lập phương có thể tích là V - 180,57 cm 3 *± 0,05 cnr . Xác định các 
chữ sô chắc của V . 

60. Cho hai nửa khoảng A = (-00 ; m] và B = [5 ; +oo). Tìm ẤnB (biện luân 
theo m), 

61 . Cho haí khoảng A = (m I m + 1 ) và B = (3 ; 5). Tìm m để A \J B là một khoảng. 
Hây xác định khoảng đó. 

62. Hây viết kí hiộu khoa học của các kết quả sau : 

a) Người ta coi trên đầu mỗi người có 150 000 sợi tóc. Hỏi một nước có 80 
triệu dân thì tổng sô sợi tóc của mọi người dân của nước đó là bao nhiêu ? 

b) Biết rằng sa mạc Sa-ha-ra rộng khoảng 8 triệu km 2 . Giả sử trên mỗi mét 
vuông bề mặt ở đó có 2 tỉ hạt cát và toàn bộ sa mạc phủ bởi cát. Hãy cho biết 
số hạt cát trên bề mặt sa mạc này. 

c) Biết rằng 1 mm 3 máu người chứa khoảng 5 triệu hồng cầu và mõi người có 
khoảng 6 lít máu. Tính số hổng cầu của mỗi người. 



Chưoni 



Htìm sú eẠc rmííT 

efic 


Hàm số là một trong các khái niệm cơ bản của toán học. 
Những gì chúng ta đã biết vé hàm số ở lớp dưới, nhất là vé 
hàm số bậc nhất và bậc haỉ sẻ được hoàn thiện thêm một 
buớc ở chương này. Kĩ năng vẽ và đọc đổ thị của hàm số, tức 
là nhận biết các tính chất của hàm sổ thông qua đồ thị của nó 
là một yêu cẩu quan trọng trong chuông mà chúng ta cán chú 
ý rèn luyện. 






1. Khái niệm về hàm số 
a) Hàm số 

Ở lớp dưới, chúng ta đã làm quen với khái niệm hàm số. Sau đây, ta nhắc lại 
và bổ sung thêm về khái niệm này. 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho một tập hợp khác rỗng 2) <z R. 

Hàm sốf xác định trên ỉà một quy tắc đặt tương ứng mỗi sớ' X 
thuộc ẩ) với một và chỉ một sô, kí hiệu là fix ); sốj{x) đó gọi là giá 
trị của hàm sô'f tại X. 

Tập $ gọi là tập xác định (hay miền xác định), x gọi là biến sế 
hay đối số của hàm số/. 

Để chỉ rỗ kí hiệu biến số, hàm số /còn được viết là y =fix) t hay đầy đủ hơn 
là/: ® -> R 

X ị-+y=f(x) 

Ví dụ 1' Trích bảng thông báo lãi suất tiết kiêm của một ngân hàng : 


Loại 
kì hạn 

(tháng) 

VND (%/ năm) 
lĩnh lãi cuối kì, 
áp dụng từ 08 - 11 - 2005 

1 

6,60 

2 

7,56 

3 

8,28 

6 

8,52 

9 

8,88 

12 

9,00 















Bảng trên cho ta quy tắc để tìm số phần trăm lãi suất s tuỳ theo loại kì hạn k 
tháng. Kí hiệu quy tắc ấy là/, ta có hàm số s -J[k) xác định trên tập 

r={l ;2;3;6;9; 12 ). 
b) Hàm số cho bằng bỉểu thức 

Nếu f(x) là một biểu thức của biến X thì với mỗi giá trị của X, ta tính được 
một giá trị tương ứng duy nhất của f(x) (nếu nó xác định). Do đó, ta có hàm 
số y = /(■*). Ta nói hàm sô' đó được cho bằng biểu thứcỷix). 

Khi cho hàm số bằng biểu thức, ta quy ước Tằng : 

Nếu không có giải thích gỉ thêm thỉ tập xác định của hàm số 
y -f(x) là tập hợp tất cả các sô thực x sao cho giá trị của biểu thức 
f{x) được xác định. 

[HI] Vối mỗi hàm $ố cho ỏ phần a) và b) sau đây, hãy chọn kết luận đúng trong các 
kết luận đã cho. 

JJ 

a) Tập xác định của hàm số y = -——— là: 

U-DŨ-2) 

(A)R + ; (B) {x\x*ỉ vàx*2) ; (C) R + \{1 ;2} ; (D) (0 ; 4C0). 

-1 nếu X < 0 

b) Tập xác định của hàm số (hàm dấu) d{x) = < 0 nếu X = 0 là: 

1 nếu X > 0 

(A) R_ ; (B) R ; (C) R + ; (D) (-1; 0; I}. 

CHÚ Ý 

Trong kí hiệu hàm số y - f (*), ta còn gọi X là biến số độc lạp, y là 

biến sô phụ thuộc của hàm sô / Biến số độc lập và biến sô'phụ 
thuộc của một hàm sô có thể được kí hiệu bài hai chữ cái tuỳ ý khác 
nhau. Chảng hạn, y = X 1 - 2x - 3 và u = r 2 - 2t - 3 là hai cách viết 
biểu thị cùng một hàm sổ, 

c) Đồ thị của hàm số 

Cho hàm số y = f(x) xác định trếỉn tập H). Ta đã biết : Trong mặt phăng toạ 

độ Oxy> tập hợp (G) các điểm có toạ độ (jc ; /(*)) với X G 0, gọi là đồ thị 
của hầm sô'f. Nói cách khác, 

M(x ồ ; y ồ ) € (Cl) X 0 € Ổ) và y 0 =f(x 0 ). 

Qua đồ thị của một hàm số, ta có Ithổ nhận biết được nhiểu tính chất của hàm số đó. 



Ví dụ 2. Hàm số y —f(x ) xác định trên đoạn [-3 ; 8] được cho bằng đổ thị 
như trong hình 2.1. 



Dựa vào đổ thị đã cho, ta có thể nhận biết được (với độ chính xầc nào đó): 

- Giá trị của hàm số tại một số điểm, chẳng hạn /(-3) = -2, /(1) = 0 ; 

- Các giá trị đặc biệt của hàm số, chẳng hạn, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên 
đoạn [—3 ; 8] là -2 ; 

- Dấu của fự) trên một khoảng, chẳng hạn nếu 1 < X < 4 thì^(x) <0. □ 


2. Sự biến thién của hàm sổ 


a) Hàm sô đồng biến, hàm số nghịch biến 

' Khi nghiên cứu một hàm số, người ta thường quan tâm đến sự tăng hay giảm 
của giá tri hàm số khi đôi số táng. 

Ví dụ 3. Xét hàm s6J{x) = X 2 . Gọi Xj và x 2 là hai giá trị tuỳ ý của đđi số. 


Trường hợp ỉ : Khi Xị và x 2 thuộc nửa khoảng [0 ; +co), ta có 

0 < Xị < x 2 => xf < xỉ => f(x ì ) < f(x 2 ). 
Trường hợp 2 : Khi Xy và x 2 thuộc nửa khoảng (-00 ; 0], ta có 

> x 2 ị=> X? > x% => f(x,)> f(x 2 ) 


Xj < x 2 < 0 


n 


H2 1 Ỏ ví dụ 3, khi đối số tàng, trong trường hợp nào thì: 


a) Giá trị cỏa hàm số tăng ? 

b) Giả trị của hàm số giảm ? 







Từ đây, ta luôn hiểu K là một khoảng (nửa khoảng hay đoạn) nào đó của R. 
ĐỊNH NGHĨA 

Cho hàm sô f xác định trên K. 

Hàm sốf gọi là đồng biến (hay tàng) trên K nếu 

V Xị, K > x ỉ < x 2 =>Ẫ x l) <Ẫ X 2> ; 

Hàm sô'f gọi là nghịch biến (hay giảm) trên K nếu 

V x u *2 G K,x i <x 2 => A x \) >Ẩ^2)* 


. Trong ví dụ 3, ta thấy hàm số y = ỉ nghịch biến trên nửa 1 >v ' 1 

khoảng (-00 ; 0] và đồng biến trên nửa khoảng [0; +oo). \ 4 «jị / 

Qua đổ thị của nó (h. 2.2) ta thấy : Từ trái sang j \ Y ị 

phải, nhánh trái của parabol (ứng vài X e (-00 ; 0]) là ; \ 1 /ị 

đường cong đi xuống, thể hiộn sự nghịch biến của I Ị\^ y\ Ị 
hàm số ; nhánh phải của parabol (ứng với X e [0 ; +oo)) -2-10 1 2 X 

là đường cong đi lên, thể hiện sự đồng biến của hàm số. HÌ.H2 2 

Tổng quát, ta có : 


Nếu một hàm sô đồng biến trên K thỉ trên đó, đồ thị của nó đi lên; 
Nếu một hàm sô'nghịch biến trên K thì trên đó, đồ thị của nổ đi xuống. 

(Khi nói dồ thị đi lên hay đi xuống, ta luôn kể theo chiều tăng của đối số, 
nghĩa là kể từ trái sang phải). 

H3 Hàm số cho bởi đồ thị trên hình 2.1 đồng biến trèn khoảng nào, nghịch biến 
trên khoảng nào trong các khoảng (-3 ; -1), (-1 ; 2) và (2; 8) ? 

CHỨ Ý 

Nếu A x ỉ) ~A X ỉ> m ọi Xị và X 2 thuộc K, y* 

tức là /( x) = c với mọi x e K (c là hằng 

số) thì ta có hàm sô' không đổi (còn gọi là --—■ y = 2 

hàm sớ hầrig ) trên K. 

Chẳng hạn, y = 2 là một hàm số không đổi õp T 

xác định trên R. Nó có đổ thị là đường 
thẳng song song với trục Ox (h.2.3). 


Hỉnh 2.3 






b) Khảo sát sự biến thiên của hàm số 

Khảo sát sự biến thiên của hầm số là xét xem hàm số đồng biến, 
nghịch biến, không đổi trên cấc khỡảng (nửa khoảng hay đoạn) nào 
trong tập xác định của nó. 

Đối với hàm số cho bằng biểu thức, để khảo sát sự đồng biến hay nghịch 
biến của hàm số đó trên một khoảng (nửa khoảng hay đoạn) K ta có thể 
dựa vào định nghĩa (xem ví dụ 3), hoặc dựa vào nhân xét sau : 

Điều kiện "x-ị <x 2 =>/>3) <A X 2 )" có nghía là ^2 -*[ và/tx^) -ftXị) cùng đấu, 
Do đó 

Hàm sốf đồng biến trên K khi và chỉ khỉ 

x 2 € K và x ì * x 2 , > 0. 

x 2 - x \ 

Hàm sốf nghịch biến trên K khỉ Víì chỉ khi 

V*!, x 2 e KvầXị *x 2 , < 0. 

x 2~ x ị 

Như vậy, để khảo sát sự biến thiên của hàm số/trên K , ta có thể xét dấu của tỉ 
sớ /(j ) ~ /(Xl) trên K. 

x 2 - x ì 

Ví dụ 4« Khảo sát sự biến thiên của hàm s ốf(x) = ax 2 (với a > 0) trên mỗi 
khoảng (-00 ; 0) và (0 ; +00). 

Giải. Với hai số Xỵ và x 2 khác nhau, ta có 

A x t) ~Ẫ x \) = 0*2 ~ ax ì ~ a ( x 2 ~ x l)( x 2 +x ỉ )* 

f{x 2 )—f(Xị) _ 

suy ra — — —— = a(x 2 + Xịy 

x 2~ x ì 

Do a > 0 nên : 

- Nếu Xị < 0 và JC2 < 0 thì a(x 2 + *1) < 0 ; điểu đó chứng tỏ hàm số nghịch 
biên trên khoảng (-00 ; 0); 

- Nếu Xị > 0 và x 2 > 0 thỉ a(x 2 4- X]) > 0 ; điều đó chứng tỏ hàm số đổng 

biến trên khoảng (0 ; +00). □ 



Người ta thường ghi lại kết quả khảo sát sự biến thiên của một hàm số bảng 
cách lập bảng biến thiên của nó. Hàm số trong ví dụ 4 có bảng biến thiên 
như sau: 


X 

—00 0 +00 

/O) = ax 2 

(a> 0) 

+00 +00 

0 


Trong bảng biến thiên, mũi tên đi lẽn thể hiện tính đổng biến, mũi tên đi 
xuống thể hiện tính nghịch biến của hàm số. 


Cụ thể hơn, hàng thứ hai trong bảng được hiểu như sau : fíO) = 0 và khi X tăng 
trên khoảng (0 ; +co) thìyỊx) nhận mọi giá trị trong khoảng (0 ; +*>) theo chiều 
táng, còn khi X tăng trong khoảng (-GO ; 0) th\f(x) cũng nhận mọi giá trị trong 
khoảng (0 ; +oo) nhưng theo chiều giảm. 


H4| Khảo sát sự biến thiên của hàm số f(x) = ax 2 (với a < 0) trên mỗi khoảng 


(-CO; 0) và (0; +°o) vổ lập bảng biến thiên của nó. 


3. Hàm sô chẵn, hàm sô lẻ 

Có những hàm số có một số tính chất đặc biệt, dễ nhận thấy mà ta có thể lợi 
dụng để việc khảo sát sự biến thiên và vẽ đổ thị của nó đơn giản và dễ dàng 
hơn. Tính chất chẵn - ỉẻ của hàm số là một ví dụ. 

a) Kháỉ niệm hàm sò chẵn, hàm sô ỉẻ 
ĐỊNH NGHĨA 

Cho hàm số y ~f{x) với tập xác định 2). 

Hàm sô f gọi là hàm sô chẵn nếu với mọi X thuộc 2), ta có -X 
cũng thuộc 2) vàf(-x) =f(x). 

Hàm số Ị gọi là hàm số lẻ nếu với mọi X thuộc 2), ta có -X cung 
thuộc 2) vàf{-x) — -f{x). 


Ví dụ 5. ơiứng minh rằng hàm số f(x) - n/1 + X - \fT-x là hàm số lẻ. 




Giải. Tập xác định của hàm số là đoạn [-1; 1] nên dễ thấy 

Vx, X e [-1 ; 1] => -X € [-1 ; 1] và 
f{-x) - Vl-X -\h + x = -(Vl + X -Vl -x) = -f(x). 


Vậy/là hàm sô' lẻ. 



Chi/ngí m/nh rằng hàm số g(x) = ax 2 (a #0) /à hàm sô' chán. 


□ 


b) Đồ thị của hàm số cbản và hàm số lẻ 

Giả sử hàm số/với tâp xác định 2) là hàm số chẵn và có đồ thị (G). Với mỗi 
điểm M(xq ; y 0 ) sao cho x 0 € 5), ta xét điểm đối xứng với nó qua trục tung là 
m-xo ; >’o)* 

Từ định nghĩa hàm số chắn, ta có -x 0 € 2) và/(-x 0 ) =J{xq). Do đó 

Xí € (G) o y 0 =/(x 0 ) o y 0 =f(-x ồ ) o xr e (G). 

Điểu đó chứng tỏ (G) có trục đối xứng là trục tung. 

Nếu/là hàm số lẻ thì lí luận tương tự, ta suy ra ( G ) có tâm đối xứng là gốc toạ 
độ Ó. 

Vậy ta đã chứng minh được định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 

Đồ thị của hàm sổ chẵn nhận trục tung làm trục đối Xỉửig. 

ĐỒ thị của hàm sô lẻ nhận gốc toạ độ làm tám đổi xứng. 

Hình 2.4a cho hình ảnh đổ thị của một hằm số chẵn. Hình 2.4b cho hình ảnh 
đồ thị của một hàm số lẻ. Tuy nhiên, có nhiều hàm số không chẵn và không 
lẻ. Chẳng hạn, hàm số y = X +1 (h.2.4.c) không chẵn và không lẻ. 



Hình 2.4 





|H6 Cho hàm sốf xác đinh trên khoảng ("00 ; +00) có đổ thị như trên hình 2.5. Hãy ghép 
mỗi ỷ ỏ cột trái dưới đây vởi một ý ỏ cột phải để được một mệnh để đúng. 


1) Hàm sốflà 

a) Hàm số chần 

2) Hàm số f đồng biến 

b) Hàm số lẻ 

3) Hàm số f nghịch 

c) Trên khoảng (-00; 0 ) 

biến 

d) trên khoảng (0 ; +00) 


e) Trên khoảng (~oo ; +00) 



Sơ lược về tịnh tiến đồ thị song song với trục toạ độ 

a) Tịnh tiến một điểm 

Trong mặt phẳng toạ độ, xét điểm Af 0 (jr 0 ; y 0 ). Với số k > 0 đã cho, ta có thể 
dịch chuyển điểm M 0 : 

- Lên trẻn hoặc xuống dưới (theo phương của trục tung) k đơn vị; 

- Sang trái hoặc sang phải (theo phưorng của trục hoành) k đơn vị. 

Khi dịch chuyển điềm M 0 jnhư thế, ta còn 

nói rằng tịnh tiến điểm A/ 0 song song với 
trạc toạ độ. ị 

EzỊ Giả sử Afp Af 2 » A/ 3 và M 4 là các điểm 

có được khi tịnh tiến điềm MqÌXq ; y Q ) theo thứ 

tự lên trên, xuống dưới, sang phải và sang trài 
2 đơn vị (h.2.6). 

Hăy cho biết toạ độ của các điểm Mp M : > M 3 
và M 4 , 

b) Tịnh tiến một dồ thị 

Cho số k > 0. Nếu ta tịnh tiến tất cả các điểm của đổ thị (ơ) lên trên k đơn vị thì 
tập hợp các điểm thu được tạo thành hình (Gj). Điều đó được phát biểu là : 






Tịnh tiến đổ thị (G) lên trẽn k đơn vị thì được hình (Gj), hoặc 
Hình (Gị) có được khi tịnh tiến đồ thị (G) lèn trén k đơn VỊ. 

Ta cũng phát biểu tương tự khi tịnh tiến ( G) xuống dưới, sang trái hay sang phải. 

Ván đề là : Nếu ( G ) là đồ thị của hàm số y = j f{x) thì (Gị) có là đổ thị của một 
hàm số không ? Nếu có thì (Gị) là đồ thị của hàm số nào ? 

Đinh lí sau đây sẽ trả lời câu hỏi đó (ta thừa nhận dịnh lí này), 

ĐỊNH Ú 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho đồ thị ( G) của hàm sổ 
y ~Ầ X ) \pvàq là hai sô'dương tuỳ ý. Khi đó : 

ỉ) Tịnh tiến (G) ỉẽn trên q đơn vị thì được đồ thị của hàm 
sô' y =f[x) + q ; 

2) Tịnh tiên (G) xuống dưới q đơn vị thì được đồ thị của hàm 

sốy =Jự) - q; / 

3) Tịnh tiến (G) sang trái p đơn vị thì được đồ thị của hàm 
sấy =f(x + p); 

4) Tịnh tiến (G) sang phái p đơn vị thì được đồ thị của hàm 

sô'y = J{x-pị t 


Ví dụ 6. Nếu tịnh tiến đường thảng ( d) : 
y - 2x- 1 sang phải 3 đơn vị thì ta được đổ 
thị của hàm số nào ? 

í 

Giải. Kí hiệu f(x) = 2x - 1. Theo định lí 
trên, khi tịnh tiến (d) sang phải 3 đơn vị, ta 
được (dj), đó là đổ thi của hàm số 

y=J(x~3) = 2(x~3)~ 1, 
tức là hàm số y - 2x - 7 (h.2.7), □ 






Ví dụ 7. Cho đồ thị (//) của hàm số y = — Hỏi muốn có đồ thị của hàm số 

X 

y = thì ta phải tịnh tiến (//) như thế nào ? 


Giải. Kí hiệu g(jt) — —. ta có —- = -2 + — = g(x) — 2. Vậy muốn có đổ 

XXX 


thị của hàm số y = 


-2x + ì 


»ta phải tịnh tiến ( H) xuống dưới 2 đơn vị. □ 


H8 


Hãy chọn phương ân trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây : 


Khi tịnh tiến parabol y = 2* sang trái 3 đơn vị, ta được đổ thị của hàm số: 
(A) y = 2(x + 3) 2 ; (B)y = Zr 2 + 3 ; (C) y = 2(jt - 3) 2 ; (D) y = 2jt 2 -3. 


Câu hỏi và bài tập 


Hàm sô 


1. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


a) y = 


3x + 5 

X 2 - x + 1 


b) y = 


X - 2 


x z - 3x + 2 


c) y - 


*jx - 1 
Jt - 2 


d) y = 


- 2 


(* 4- 2)Vjc + 1 


2. Biểu đồ hình 2.8 cho biết số 
triệu tấn gạo xuất khẩu của 
Việt Nam trong các năm từ 
2000 đến 2005. Biểu đồ này 
cho ta một hàm số. Hãy cho 
biết tập xác định và nêu 
một vài giá trị của hàm 
số đó. 


Triệu tấn 
6 • 

5 - 

4 ” 3*48 
3" 

2 -- 
Í-- 

0 - 
Năm 


n 2 H 4 


3J82 íỉS 5 


5.20 



2000 2001 2002 2003 2004 2005 


Hình 2.8 
























Sự biến thiên của hàm sỏ 

3. Hình 2.9 là dồ thị của một hàm số có tập xác 
định là R. Dựa vào đổ thị, hãy lập bảng biến 
thiên của hàm số đó. 

4. Khảo sát sự biến thiên của mỗi hàm số sau và 
lập bảng biến thiên của nó : 

a) y = X 2 + 2x - 2 ưên mỗi khoảng (-00 ; -1 ) và (-1 ; +oo); Hình 29 

b) y = -2x 2 + Ax + 1 trẽn mỗi khoảng (-00 ; 1) và (1 ; + 00 ); 

2 _ 4 , ■ 

c) y= -— trên mồi khoảng (-00 ; 3) và (3 ; + 00 ). 

X - 3 

Hàm số chẵn, hàm số ]ẻ 

5. Mồi hàm số sau là hàm số chẵn hay hàm số lẻ ? 

3) y - X 4 -3x 2 + \ \ b) ỵ = -2x 3 + X ; 

c)y = |jc + 2|-|jc-2|; á)y = I 2x+ 1 I + I 2x- 1 |. 

Tịnh tiến đồ thị 

6. Cho đường thẳng (<ỉ) : y - 0,5x. Hỏi ta sẽ dược đổ thị của hàm số nào khi tịnh 
tiến (d ): 

a) Lên trên 3 đơn vị ? b) Xuông dưới 1 đơn vị ? 

c) Sang phải 2 đơn vị ? d) Sang trái 6 đơn vị ? 



Luyện tập, 

7. Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực dương với căn bậc hai của nó có phải là 
một hàm số không ? Vì sao ? 

8. Giả sử ( G ) là đổ thị của hàm số y =f(x) xác định trên tập 3) và A là một điểm 

trên trục hoành có hoành độ bằng a. Từ A, ta dựng đường thẳng (d) song song 
(hoặc trùng) với trục tung. 

a) Khi nào thì (d) có điểm chung với (G) ? {Hướng dẩn . Xét hai trường hợp 
a thuộc ^ và a không thuộc $); 




b) ( đ ) có thể có bao nhiêu điểm chung với (G) ? Vì sao ? 

c) Đường tròn có thể ỉà đồ thị của hàm sô' nào không ? Vì sao ? 

9. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 


. 3x + 1 

a) y = 2 ; 

b)y = 


X 2 -9 


l-x 

. x-3y/2-x 

1 \ 

- 1 + yl4-X 

c) y= r~z ; 

\Jx + 2 

d)y = 

rn 

1 

3 

<N 

1 

H 


-2(x - 2) nếu -1 < X < 1 

10. Cho hàm số fự) =« Ị —— 

\lx 2 -ỉ nếu X > l. 

w. 

a) Cho biết tập xác định của hàm số/. 

b) TínhA-l),A0,5),/^ ) ti /U),/[2). 

11. Trong các điểm A(-2 ; 8), Bị4 ; 12), C(2 ; 8), £>(5 ; 25 + y/ĩ ), điểm nào 
thuộc, điểm nào không thuộc đồ thị của hàm số f(x) =JC+ Jx — 3 ? Vì sao ? 

12. Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau : 

a) y - —ỉ— trên mỗi khoảng (“QO ; 2) và (2 ; +oo); 

jt-2 

b) y = X 2 - 6x -f 5 trên mỗi khoảng (-00 ; 3) và (3 ; +oo); 

c) y = A' 2005 + 1 trên khoảng (-00 ; +oo). 

13. Hàm số y = — cố đồ thị như hình 2.10. 

X 

a) Dựa vào đổ thị, hãy lập bảng biến thiên 
của hàm số đó. 

b) Bằng tính toán, hãy khảo sát sự biến thiên của 
hàm số trên mỗi khoảng (-00 ; 0) và (0 ; +ao) 
và kiểm tra lại kết quả so với bảng biến thiên 
đã lập. 



Hình 2.10 



14* Tập con s của tập số thực IR gọi là đổi xứng nếu với mọi X thuộc s, ta đều có 
-X thuộc s. Em có nhận xét gì vể tâp xác định của một hàm số chẵn (lẻ) ? 

Từ nhận xét đó, em có kết luận gì về tính chẵn - lẻ của hặm số y = -v/x ? 
Tại sao ? 

15. Gọi ( d ) là đường thẳng y = 2x và (đ ) là đường thẳng y - 2x - 3. Ta có thể coi 
(đ) có đứợc là do tịnh tiến (đ): 

a) Lên trên hay xuống dưới bao nhiêu đơn vị ? 

b) Sang trái hay sang phải bao nhiêu đơn vị ? 

16. Cho dồ thị (H) của hàm sô' y = - -. 

X 

a) Tịnh tiến (H) lên trên 1 đơn vị, ta được dồ thị của hàm số nào ? 

b) Tịnh tiến (H) sang trái 3 dơn vị, ta được đổ thị của hàm số nào ? 

c) Tịnh tiến ( H) lên trên 1 đơn vị, sau đó tịnh tiến đồ thị nhận được sang trái 3 
đơn vị, ta dược đồ thị củạ hàm số nào ? 


Bài đọc thêm 




ÁNH XẠ 


í 


Ánh xạ là một khái niệm rất quan trọng. Cũng như tập hợp, khái niệm ánh xạ có mặt 
trong tất cả các lĩnh vực toán học. Khái niệm hàm số thực chất cũng chỉ là một 
trường hợp riêng của khái niệm ánh xạ mà thôi. 

1. Định nghĩa 

Cho hai tập hợp tuỷ ý khác rỗng Xvà Y. 

• Một ánh xạ/từ X đến Y là một quy tắc đặt tương ứng mổi phẳn tử X 
của X vởi một và chỉ một phần tử xác định của Y. Phần tử xác định ấy 
gọi Ị à ảnh của X qua ánh xạ f, và kí hiệu là J{x), 

* Tập hợp Xgộ\ là tệp nguồn, tập hợp Y gọi là tập đích của ánh xạ. 
Ánh xạ/từXđến Y được viết là /: X Ỹ 

X /(*). 



Ví dụ 1. Cho {a ; b ; c ; d) và Y = {0 ; 1>. 

Gọi / là quy tắc cho ở hlnh bên. Ta có 
ánh xạ 

f:X->Y 

a 0 
b h4 1 
c l-> 1 

d 1-4 1. □ 

Ví dụ 2. Cho X là tập hợp các lớp học của một trường phổ thông, Y là tập hợp các 
giáo viên của trường đó và / là quy tắc đạt tương ứng mỗi lớp học với giáo viên chủ 
nhiệm lớp đó. Ta có ánh xạ/: X-ỳ Y. p 

Vị dụ 3. Cho X là tập hợp các học sinh của một trườhg học, Y là tập hợp các sô' thực 
K và/là quy tắc đạt tương ứng mỗì học sinh với số đo chiều cao (tính bằng xentimet) 
của học sin h đó. Khl đó, / tà một ánh xạ từ X đến Y. □ 

2. Chú ý 

1) Nếu cho ánh xạ/: AT —► K thì: 

- Mỗi phần tử X e xđều phải có ảnh của nó trong Y và ảnh đó là duy nhất; 

- Mỗỉ phần tử thuộc Y có thể là ảnh của một hay nhiều phần tử của X 
nhưng cũng có thể không là ảnh của phần tử nào cả. 

2) T rường hợp X c: R và y = R thì mỗi ánh xạ từ X đến Y là một hàm số xác 
định trênx 




HÀM số BẬC NHẤT 


1. Nhắc lại về hàm số bậc nhất 

« m 

• Ta đã biết: Hàm sô bậc nhất ỉà hàm số được cho bằng biểu thức có dạng 
y = ax + b, trong đó a và b ỉà những hằng số với a *0. 

Hàm số bậc nhất có tập xác định là K. 

Khi a > 0, hàm sô y = ax + b đồng biến trên R. 

Khi a < 0, hàm số y = ax + b nghịch biến trên R. 



Bảng biến thiên : 


X 

-00 +Ỡ0 

y = ax + b 

{a> 0) 

+00 

—oo 


X 

-CO +00 

y = ax + b 

(a<ồ) 

+00^^ 

*■ —00 


ĐỒ thị của hàm số y - ax + b (a * 0) là một đường thẳng gọi là đường thẳng 
y = ax + b. Nó có kệ sổ'góc bằng a và có đặc điểm sau : 

“ Không song song và không trùng với các trục toạ độ ; 

Ip 

- Cắt trục tung tại điểm B(0 ; b) và cắt trục hoành tại điểm A(- —; 0). 

a 

Ví dụ 1. ĐỔ thị của hàm số y — 2x + 4 là đương 
thẳng đi qua hai điểm A(-2 ; 0) và B( 0; 4). 

Từ đẳng thức 2x + 4 = 2{x + 2) dễ suy ra rằng 
đường thẳng y = 2x + 4 có thể thu được từ đường 
thẳng (d) : y - 2x bằng một trong hai cách sau 
(h. 2.11): 

- Tịnh tiến ( đ) lên trẽn 4 đơn vị ; 

- Tịnh tiến (i d) sang trái 2 đơn vị. □ 

♦ Cho hai đường thẳng (ẩ): V = ax + b và (d '): y = a‘x + b\ ta có : 

(đ) song song với (d ') <=> a = d và b * b' ; 

(( đ) trùng với (đ) <=> a = á và b = b' ; 

(đ) cắt (d ’) o ũ * a\ 



2. Hàm số y = \ax + b\ 

a) Hàm sô bậc nhất trén từng khoảng 


Xét hàm số y =f(x) = 


X +1 nếu 0 < Jt < 2 

“ X + 4 nếu 2 < x < 4 
2 

2x-6 nếu 4<JC<5. 











Rõ ràng, hàm số trên không phải là hàm số bậc nhất. Nó là sự M lắp ghép" của 
ba hàm số bậc nhất khác nhau. Hàm số này là một ví dụ về hàm số bậc nhất 
trên từng khoảng. 

Muốn vẽ đổ thị của hàm số bậc nhất trên từng khoảng, ta vẽ đồ thị của từng 
hàm số tạo thành. Chẳng hạn, đổ thị của hàm sô nêu trên ỉà đường gấp khúc 
ABCD (h.2.12), trong đó : 

AB là phần đường thẳng y = X + 1 ứng với 0 < X < 2 ; 

BC là phần đường thẳng y = —ix + 4 ứng với 2 < X < 4 ; 

CD là phần đường thẳng y = 2x - 6 ứng với 4 < X < 5. 

ỊHIỊ Cho biết tập xác định, Ịập bảng biến thiên của hàm số nói trên và tìm giá trị lởn 
nhất của nó. 


b) Đồ thị và sự biến thiên của hàm số y - I ax + b I vớỉ a * 0 

Sau đây, ta sẽ tìm hiểu tính chất của các hàm số dạng ỵ = I ax + b I thồng qua 

đổ thị của nó. Hàm sô' y = I ax + b I về thực chất cũng là hàm số bậc nhất trên 
từng khoảng. 


Ví dụ 2. Xét hàm sốy = |jt|. 

Dễ thấy hàm số y = \x\ xác định với mọi,x và là 
một hàm số chẩn. Theo định nghĩa giá trị tuyệt 
đối, ta có 


X nếu X > 0 

< 

—X nếu X < 0. 
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Do đó, đổ thị của hàm số này là sự ' lắp ghép'' của hai đổ thị : đổ thị của hàm 
số y = x (chỉ lấy phần ứng với X > 0) và đồ thị của hàm s ố y = ~x (chi lấy phần 
ứng với X < 0). Đó là hai tia phân giác của hai góc phần tư I và n (h.2.13). Dễ 
thấy chúng đối xứng với nhau qua Oy . □ 


H2| Dựa vào đổ thị, hãy lập bảng biến thiên của hàm số y = |jc| vá tìm giá trị nhò 
nhất của nó. 





Ví dụ 3* Xét hàm số y = \2x - 41. 

Theo định nghĩa giá trị tuyệt dối, ta có : 

- Nếu 2x - 4 > 0, tức là X > 2 thì 1 2x - 4 1 = 2x - 4 ; 

- Nếu 2x - 4 < 0, tức là X < 2 thì I Ix — 41 = -(2* — 4) - -2x + 4. 

Do đó, hàm số đã cho có thể viết là 

2x - 4 nếu x>2 

-2x + 4 nếu Jt < 2. D 

H3 Hãy nêu cách vẽ đó thị của hàm số cho trong vị dụ 3 rồi lập bảng biến thiên 
của nó. 

CHÚ Ý 

Qua hai ví dụ trên đây, ta thấy có thể vẽ 
đồ thị của hàm số y - I ax + b I bằng một 
cách khác đơn giản hơn như sau : Vẽ hai 
đường thẳng y = ax + b và y - - ax - b 
rổi xoá đi hai phần đường thẳng nằm ở 
phía dưới trục hoành. (Hình 2.14 là đổ thị 
của hàm số cho trong ví dụ 3). 




Câu hỏí và bài tập 


Hàm số bậc nhất 

17. Tim các cặp đường thẳng song song trong các đường thẳng sau : 

a) y = — 7 =- X + 1 
v2 


b) y = — l j=x + 3; 
v2 



d) y = >Í2 X - 2 ; 




Hàm số y = \ax + b\ 

2x + 4 nếu -2 <a<-1 

18. Cho hàm số y -f(x) - < -2x nếu -1 <x< 1 

X - 3 nếu 1 <X < 3. 

N. 

a) Tim tập xác định và vẽ đồ thị cùa hàm số đó. 

b) Cho biết sự biến thiên của hàm số đã cho trên mỗi khoảng (-2 ; -1), (-1 ; 1) 
và (1 ; 3) và lập bảng biêh thiên của nó. 

19. a) Vẽ đồ thị của hai hàm số y - fị(x) = 2| X I và v y = ỷiix) -\2x +5 I trên cùng 
một mặt phẳng toạ độ. 

b) Cho biết phép tịnh tiến biêh đồ thị hàm số/i thành đổ thị hàm sô/ 2 . 



PHÉP TỊNH TIẾN HỆ TOẠ ĐỘ 



Ta biết rằng đổ thị cửa một hàm sổ bao giò cũng gắn với một hệ toạ độ nhất đính. Ví 
dụ, đồ thị của hàm số y = X là đường phồn giác ( d) của góc phần tư I và III trong hệ 
toạ độ Oxy. Ta hãy xét một hệ toạ độ mới OXY, trong đó gốc O' của nó, đối với hệ toạ 


độ Oxỵ, có toạ độ (*0 . y 0 ); các trục XX và Y'Y song song cùng hướng và cùng đơn vị 
theo thứ tự với trục XX và y'y (h.2.15). Câư hỏi đặt ra là trong hệ toạ độ mới ấy, liệu 


c (i) có còn là đồ thị của hàm số Y = X nữa hay không ? Nếu không thì nó sẽ là đổ thị 


của hàm số nào ? 

Có thể thấy rằng : Nếu ơ <£ (ư), có nghĩa là 
(d) không đi qua gốc toạ độ mớỉ thì (đ) không 
thể là đồ thị của hàm số Y = X Tuy nhiên, 
trong trường hợp tổng quát, muốn biết (đ) là 
đổ thị của hàm số nào, ta cần tìm hiểu môi 
quan hệ giữa các toạ độ cũ và mói của mỗl 
điểm trong mặt phẳng. 

Gọi M là một điểm tuy ý. Đối với hệ toạ độ 
ỡxy, M có toạ độ là (x ; y). Đối với hệ toạ độ 
ỡìữ, toạ độ của M lạ (X ; Y). Ta cần tìm mối 
quan hệ giữa (x ; y) và ( X ; y)‘ Đe ý 



ỠM = 00' + 0‘M. 
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về toạ độ, tử đẳng thức vectơ ờ trẽn, ta có 


Đó là công thức đổi toạ độ bởi phép tịnh tiến hệ toạ độ theo vectơ 00'. 

Giả sử (ơ) lả đổ thị của hàm số y =f(x) đối vói hệ toạ độ Oxy. Muốn biết ( G) là đổ thị 
của hàm số nào đối với hệ toạ độ 0'XY, ta phải tìm quan hệ giữa X và Y. Muốn vậy, 
thay thế X và y trong hệ thức y =f(x) bởi công thức n, ta có 

Y + y 0 =/X+ *ò) hay y *0> - to 

Vậy đối với hệ toạ độ 0’XY, (G) íà đồ thị của hàm số Y =j(X+ X(j) - y 0 . 


Luyện tập 

20. Có phải mỗi đường thẳng trong mặt phảng toạ độ đẻu ỉà đổ thị của một hàm 
số nào đó không ? Vì sao ? 

21. a) Tim hàm số y - f{x\ biết rằng đồ thị của nó là đường thẳng đi qua điểm 
(-2 ; 5) và có hộ số góc bằng -1,5 ; 

b) Vẽ đổ thị của hàm số tìm được. 

22. Tim bốn hàm số bậc nhất cố đổ thị là bôn đường thẳng đôi một cắt nhau tại 
bốn đỉnh của một hình vuông nhận gốc o làm tâm đối xứng, biết rằng một 
đỉnh của hình vuông này là /1(3 ; 0). 

23. Gọi (G) là đổ thị của hàm sốy = 2| X |. 

a) Khi tịnh tiến (ơ) lên trên 3 đơn vị, ta được đổ thị của hàm số nào ? 

b) Khi tịnh tiến (G) sang trái 1 đơn vị, ta được đổ thị của hàm số nào ? 

c) Khi tịnh tiến liên tiếp (G) sang phải 2 đơn vị, rổi xuống dưới 1 dơn vị, ta 
được đồ thị của hàm số nào ? 

24. Vẽ đồ thị của hai hàm số sau trẽn cùng một mặt phẳng toạ độ và nêu nhận xét 
về quan hệ giữa chúng : 

a)y=|*-2|; . 


b) y - 1 X I - 3. 



25. Một hãng taxi quy định giá thuê xe đi mồi kilômét )à 6 nghìn dổng đối với 
10 km dầu tiên và 2,5 nghìn đồng đối với các kilômét tiếp theo. Một hành 
khách thuê taxi đi quãng dường X kilổmét phải trả số tiển là y nghìn đồng. Khi 
đó, y là một hàm số của đối số X, xác định với mọi X > 0. 

a) Hãy biểu diển y như môt hàm số bậc nhất trên từng khoảng ứng với đoạn 
[0 ; 10 ] và khoảng (10; +00). 

b) Tính/(8),y(10)và^l8). 

c) Vẽ dồ thị của hàm số y -f(x) và lập bảng biến thiên của nó. 

26. Cho hàm số y ~ 3| X - 1 I - I 2x + 2 |. 

a) Bằng cách bỏ dấu giá trị tuyệt dối, hãy viết hàm số đã cho dưới dạng hàm 
SỐ bậc nhất trên từng khoảng. {Hướng dẫn. Xét các khoảng hay đoạn 
(-00; -1), [-1 ; 1) và [1 ; +oo)). 

b) Vẽ đồ thị rổi lập bảng biến thiên của hàm số đà cho. 


HÀM số BẬC HAI 

V 



1. Định nghía 

Hàm số bậc hai ìà hàm số được cho bằng biểu thức có dạng 
y = ax 2 + bx + c, trong đó a, b, c là những hằng số với a * 0. 

Tập xác định của hàm số bậc hai là M. 

Hàm số y - ơx 2 (a * 0) mà chúng ta đã học ở lóp dưới là một trường họp riêng 
của hàm số bậc hai và có đồ thị là một parabol. 

Trong bài này, chúng ta sẽ thấy rằng : Nếu tịnh tiến parabol y = ax 2 một cách 
thích hợp thì ta sẽ dược đồ thị của hàm số y = ax 2 + bx + c. Do đó, đổ thị hàm 
số y = ax + bx + c cũng gọi là một parabol. 



2, Đồ thỉ của hàm số bậc hai 

* * 

a) Nhắc lại về đồ thị hàm số y - ax 2 (ữ * 0) 

Ta đã biết, đổ thị hàm số y = ax 2 (a * 0) là parabol (Pq) có các đặc điểm sau : 

1) Đỉnh của parabol (Pq) là gốc toạ độ 0 ; 

2) Parabol (Pq) có trục đối xứng là trục tung ; 

3) Parabol (P 0 ) hướng bề lõm lên trên khi a > 0 và xuống dưới khi a < 0. 



Hinh2.1Ố Hình 2.17 


b) ĐỔ thị hàm số y = ax + bx + c (a * 0) 


Ta đã biết 

{ , ,2 A ,2 

ax + bx + c = a X +2-^—x + ——' - ——h c 

2a 4 a 2 4a 


— a X + 


b Ỹ b 2 - 4 ac 


Do đó, nếu đặt 

', 2 A * X A 

A = b - 4«c, p = —— và q - —— 

2ơ 4a 

thì hàm số y - ax 2 + bx + c có dạng 
ỵ-a(x-pỷ + q, 

Gọi ( Pq ) là parabol y = ax 2 . Ta thực 
hiện hai phép tịnh tiến liên tiếp 
như sau: 



Hình 2.18 








- Tinh tiến (Pq) sang phải p đơn vị nếu p > 0, sang trái \p\ đơn vị nếu p < 0, ta 
được đồ thị hàm số ỵ = a(x-p) 2 . Gọi đồ thị này ỉà (Pị). 

- Tiếp theo, tịnh tiến (Pị) lên trên q đơn vị nếu q > 0, xuống dưới \q\ dơn vị 
nếu q < 0, ta được đổ thị hàm số y - a(x - p) 2 4 q. Gọi đồ thị này là ( p ). 
Vậỷ (P) là đồ thị của hàm số y = ax 4 bx 4 c. 

Ta nhận thấy (Pị) và (P) đều ỉà những hình "giống hệt " paraboỉ (Pq) (hình 2.18 
ứng với trường hợp p > 0, q > 0). 

[hì] Biết rằng trong phép tịnh tiến thứ nhất, đỉnh 0 của (P 0 ) biến thành đình /j của 
(Pị). Từ đó, hãy cho biết toạ độ của ỉ ị và phương trình.trục đối xứng của (Pị). 


H2| Trong phép tịnh tiến thứ hai, đình Ị{ của (P\) biến thành đỉnh ỉ của (P). Tim toạ 


độ của ỉ và phương trình trục đổi xứng của (P). 


Kết luận 

Đồ thị của hàm sô y — ax 2 + bx + c (a ^ 0) ỉà một paraboỉ có đĩnh 


b 


V 


2a ’ 4 a 


^ ^, nỉỉận đường thẳng x - - làm trục đối xứng và 

2ơ 


/ 


hướng bề lõm lên trên khỉ a> 0, xuôhg dưới khi a < 0. 


Trên đây, ta đã biết đò thị của hàm số y = ax + bx + c (a * 0) cũng là một 
parabol "giống" như parabol y = ơx 2 , chỉ khác nhau về vị trí trong mặt phảng 
toạ độ. Do đó trong thực hành, ta thường vẽ trực tiếp parabol y = ax 2 4- bx 4- c 
mà không cần vẽ parabol y - ax 2 . Cụ thể, ta làm như sau : 

-Xảc định đỉnh của paraboỉ ; 

-Xác định trục đối Xứng và hướng bề lõm của parabol; 

-Xác định một số điểm cụ.thề của paraboỉ (chẳng hạn, giao điểm 
của paraboỉ với các trục toạ độ vầ các điểm đổi xứng với chúng 
qua trục đổi xứng); 

- Cân cứ vào tính đổi xứng, bề lổm Vớ hỉnh dáng paraboỉ để " nổi " 
các điểm đó ỉại. 



3, Sự bỉến thiên của hàm số bậc hai 

Từ đổ thị của hàm số bậc hai, ta suy ra bảng biến thiện sau đây. 


X 

—00 - 

b 

— +<n 

la 



A 

y = aỉ+bx+c 


4 a 

(ơ< 0 ) 


\ 


—00 

-00 


1 

X 

b 

-00 +00 

la 

y — ivc+bx+c 
(a > 0) 

+00 +CC 

V/ 

4 a 


Như vậy: 


Khi a > 0, hàm sọ nghịch biến trên khoảng (-00 ; ——đồng biến 

2 a 

b A b 

trên khoảng (--7- ; +00 ) và cỏ giá trị nhỏ nhất là —— khi X = 


la 


4a 

b 


la 


Khi a < 0, hàm số đồng biến trên khoảng (~<o ; )♦ nghịch biến 

la 

b ^ b 

írể /2 khoảng (-- 7 — ; + 00 ) Vứ có gíđ trị lớn nhất ỉà -&/Ù * - 


2ứ v • 4ư . la 

Ví dụ. Áp dụng kết quả trên, hãy cho biết sự biến thiên của hàm số 

y — -X + 4jc - 3. 

Vẽ đồ thị của hàm số đó. 


Giải. Ta tính được -Ậ- -2 và —7- = 1 . 

'la 4 a 

Vậy đồ thị của hàm số y - -X 2 + Ax - 3 là parabol có dỉnh /(2 ; 1), nhận đường 
thảng X - 2 làm trục đối xứng và hướng bề lõm xuống dưới. 

Từ đó suy ra hàm số đổng biến trên khoảng (-00 ; 2), nghịch biến trên khoảng 
( 2 ; + 00 ). 

Ta có bảng biến thiên : 


X 

'—00 

2 

+00 

y 

—co 

-- 



Bảng biến thiên này cho thấy hàm số có giá trị lớn nhất là 1 khí X = 2. 





Để vẽ đồ thị, ta lập bảng toạ độ của một số 
điểm thuộc đổ thị như sau 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

-3 

0 

1 

0 

-3 


"Nối" các điểm đó lại, ta được parabol 
y = -X 2 + 4* - 3 như hình 2.19, 

Nhận xét . Ta cũng có thể vẽ đồ thi cùa 
hàm số y = \ax 2 + bx + c\ tương tự như 
cách vẽ đồ thị của hàm số y = lax + b\. 

Chẳng hạn, đế vẽ đổ thị hàm số 
y - \-x 2 + 4x - 31, ta lần lượt làm như sau 
(h.2.20): 

• Vẽ parabol (/>!): y = —X + 4x - 3 ; 

• Vẽ parabol ( P 2 ) : y = -(-X 1 + 4x “ 3) 
bằng cách lấy đối xứng (7* ị) qua trục Ox. 

• Xoá đi các điểm của (7^) và ( 7 * 2 ) nằm ở 
phía dưới trục hoành. 



Hỉnh 2.19 




Cho hàm sô y = X 2 + Zx - 3 có đổ thị fà pdrabol (P). 


a) Tim toạ độ đỉnh, phương trình trục đối xứng và hướng bề lõm cửa (P). Từ đó suy ra 
sự biến thiên cùa hàm số y - X 2 + 2x - 3. 

b) Vẽ parabol (P). 

c) Vẽ đổ thị cửa hàm sốỵ = \x 2 + 2x - 3|. 


Câu tiỗi vả bài lập 


27. Cho các hàm sô: 

a) y = -X 2 - 3 ; b) y = (x - 3) 2 ; 

c)y=Jĩx 1 +ỉ; đ)y = ~\Ỉ2(x+1 ) 2 . 

Không vẽ đổ thị, hãy mô tả đổ thị của mỗi hàm sổ trên bằng cách điền vào 
chỗ trống (...) theo mẫu : 












- Đỉnh của parabol là điểm có toạ độ ... 

- Parabol có trục đối xứng là đường thẳng ... 

- Parabol có bề lõm hướng (lên trên / xuống dưới)... 

28. Gọi (P) là đồ thị của hàm số y = ax 2 + c. Tìm a và c trong mỗi trường hợp sau : 

a) y nhận giá trị bằng 3 khi X = 2, và có giá trị nhỏ nhất là -1 ; 

b) Đỉnh của parabol (P) là /(0 ; 3) và một trong hai giao điểm cùa (P) với trục 
hoành là A(-2 ; 0). 

29. Gọi (P) là đồ thị của hàm số y = a(x - m) 2 . Tìm a và m trong mỗi trường 
hợp sau : 

a) Parabol (P) có đinh là /(-3 ; 0) và cắt trục tung tại điểm M (0 ; -5); 

b) Đường thẳng y = 4 cắt (P) tại hai điểm A(-1 ; 4) và B (3 ; 4). 

30. Viết mổi hàm số cho sau đây thành dạng y = a{x - PỸ + q . Từ đó hãy cho biết 

đổ thị của nó có thể được suy ra từ đổ thị của hàm số nào nhờ các phép tịnh 

tiến đổ thị song song với các trục toạ đô. Hãy mô tả cụ thể các phép tịnh 

tiến đó: 

a ) y - X 2 - + 12 ; b) y = -3* 2 - 12x + 9. 

31. Hàm SỐ ý - —2x 2 - 4x + 6 có dồ thị là parabol (P). 

a) Tun toạ đô đỉnh và phương trình trục đối xứng của (P). 

b) Vẽ parabol (P). 

c) Dựa vào đồ thị, hãy cho biết tập hợp các giá trị của X sao cho y > 0. 

Luyện tập 

32. Với mỗi hàm s6y- — x 2 + 2x+3vằy = ^x 2 +X- 4 , hãy 

a) Vẽ đồ thị của hàm số ; 

b) Tìm tập họp các giá trị X sao cho y > 0 ; 

c) Tim tập hợp các giá trị của X sao cho y < 0. 



33. Lập bảng theo mẫu sau đây rổi điền vào ô trống các giá trị thích hợp (nếu có). 



34. Gọi ( p ) là dổ thị của hàm số bậc hai y = ax' + bx + c. Hãy xác định dấu của 
hệ số a và biột số A trong mỗi trường hợp sau : 

a) ( p ) nằm hoàn toàn ờ phía trên trục hoành ; 

b) (p) nằm hoàn toàn ở phía dưới trục hoành ; 

c) ( p ) cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt và đĩnh của ( p ) nằm phía trên 
trục hoành. 

35. Vẽ đồ thị rồi lập bảng biến thiên của mỗi hàm số sau : * 

a) y = \x 2 + Jĩx\ ; b) y = -X 2 +2 ljt I + 3 ; 

c) y =0,5j: 2 '- I x-l I +1, 


36. Vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau : 


-* + l nếu X < “1 

a) y = 

-x z + 3 nêu X > —1 \ 


37. Bài toán bóng đá 



nếu X < - 1 , 
nếu *>-!. 


Khi một quả bóng được đá lèn, nó sẽ đạt đến độ cao nào dó rổi rơi xuống. Biết 
rằng quỹ đạo của quả bóng là một cung paraboi trong mặt phẳng với hệ toạ độ 
Oth , trong đó t là thèri gian (tính bằng giây), kể từ khi quả bóng dược đá lên ; h 
là độ cao (tính bằng mét) của quả bóng. Gíả thiết rằng quả bóng dược đá từ độ 
cao 1,2 m. Sau dó 1 giây, nó đạt dộ cao 8,5 m và 2 giây sau khi đá lên, nó ở 
độ cao 6 m (h. 2 . 21 ). 









a) Hãy tìm hàm số bậc 
hai biểu thị độ cao h 
theo thời gian t và có 
phần đổ thi trùng với 
quỹ đạo của quả bóng 
trong tình huống trên. 

b) Xác định độ cao lớn 
nhất của quả bóng (tính 
chính xác đến hàng 
phần nghìn). 



c) Sau bao lâu thì quả bóng sẽ chạm đất kể từ khi đá lẽn (tính chính xác đến 
hàng phần trăm) ? 


38. Bài toán về cổng Ac-xơ (Arch) 

Khi du lịch đến thành phố Xanh Lu-i (Mĩ), ta sẽ thây một cái cổng lớn có hình 
parabol hướng bể lõm xuống dưới, đó là cổng Ac-xơ. Giả sử ta lập một hệ toạ 
dộ Oxy sao cho một chân cổng đi qua gốc ỡ như trên hình 2.22 (x và y tính 
bằng mét), chân kia của cổng ở vị trí (162 ; 0). Biết một điểm M trên cổng có 
toạ độ là (10; 43). 

a) Tìm hàm số bậc hai có đồ thị chứa cung parabol nói trên. 

b) Tính chiều cao của cổng (tính từ điểm cao nhất trên cổng xuống mặt đất, 
làm tròn kết quả đến hàng đơn vị) 




cổng Ac-xơ ở Mĩ 


Hình 2.22 













MỘT SÔ' HÌNH ẢNH ĐƯỜNG PARABOL TRONG THỰC TẾ 


Parabol là một đường cong đơn giản nhưng rất đẹp. Bởi vậy, chúng ta có thể thấy nó 
xuất hiện trong nhiều công trình kiến trúc ở Việt Nam và trên thế gỉới. 

Ngoài ra, parabol còn có nhiều tính chất lí thú mà chúng ta sẽ nghiên cúu trong 
Hình học. 



Cầu treo Bình Thành 
tuyến quốc lộ 19 nối thành phố Huế 
với huyện miền núi A-lưới. 

Ảnh VNTTX. 


Thợ hàn. 



Bể phun nước ỏ Tuần Châu, cầu A-ra-bi-đa ở Poổc-tô Bồ Đào Nha. 

tình Quáng Ninh. 














Câu hỏi và bài tập ốn tập clurang II 


39. Với mỗi câu hỏi sau đây, hây chọn phần kết luận mà em chữ là đúng. 

a) Trên khoảng (-1; 1), hàm số y = ~2x + 5 

(A) Đồng biến ; (B) Nghịch biến ; (C) Cả hai kết luân (A) và (B) đều sai. 

b) Trôn khoảng (0 ; 1), hàm số y = X 2 + 2x - 3 

(A) Đồng biến ; (B) NghỊch biến ; (C) Cả hai kết luận (A) và (B) đều sai. 

c) Trên khoảng (-2 ; 1), hàm số y = X 2 + 2x - 3 

(A) Đồng biến ; (B) Nghịch biến ; (C) Cả hai kết luận (A) và (B) đều sai. 

40. a) Tìm điều kiộn cùa a và b , sao cho hàm số bậc nhất y - ax 4- b là hàm số lẻ. 

b) Tìm điều kiện của a , b và c, sao cho hàm số bậc haí y - w?+ bx + c là hàm 
số chẵn. 

41. Dựa vào vị trí đ(5 thị của hàm số y = ax + bx + c, hãy xác định dấu của các hệ 
SỐ a, b, c ưong mỗi trường hợp dưới đây (h.2.23) : 



a) b) c) d) 


Hình 2.23 

42. Trong mỗi trường hợp cho dưới đây, hãy vẽ đồ thị của các hàm số trên cùng 
một mãt phẳng toạ độ rồi xác định toạ độ giao điểm của chúng : 

a) y = X - 1 và y =: X - 2x - 1 ; 

b) y - -rX + 3 và _y = -X 2 - 4x + 1 ; 

c) y = 2x - 5 và y = X 2 - 4* “ 1. 

43. Xác định các hệ số a, b và c để cho hàm số y = ax + bx + c dạt giá trị nhỏ 

3 1 

nhất bàng - khi * = 4 và nhận giá trị bằng 1 khi X = 1. Lập bảng biến thiên 

4 2 

và vẽ đổ thị của hàm số đó. 



44. Vẽ đồ thị của các hàm số sau rồi lập bảng biến thiên của nó 

Í2x nếujt<0 
X 2 -X nếu x>ọ ; 


a) y = 


ịx-2 

2 


b)y 


c)y = 


1 2 , „ 3 

T-JC +x-r 

2 2 


d) y =x\x\ - 2x -ì. 


45. Trên hình 2.24, điểm M chuyển 
dộng trên đoạn thảng AX Từ Af, kẻ 
đường thẳng song song với AB, cắt 
một trong ba đoạn thẳng BCy DE , 
FG tại điểm N. Gọi s là diện tích 
cùa miền tô đậm nằm ở bên trái A ÍN. 
Gọi độ dài đoạn AM là X (0 < X < 9). 
Khi đó, s là một hàm số của X . Hãy 
nêu biểu thức xác đinh hàm số Sịx). 

46. Bài toán tàu vũ trụ 

Khi một con tàu vũ trụ được phóng 
lên Mặt Trăng, trước hết nổ bay vòng 
quanh Trái Đất. Sau đó, đến một 
thời điểm thích hợp, động cơ bắt đầu 
hoạt động đưa con tàu bay theo quỹ 
đạo là một nhánh parabol lên Mạt 
Trăng (trong hệ toạ độ Oxy 
như ưên hình 2.25, X và y tính 
bằng nghìn kílômét). Biết rằng khi 
động cơ bắt đầu hoạt động, tức là 
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Hình 224 



khi * - 0 thì ỵ = -1. Sau đó, y - - 4 
khi - 10 và y = 5 khi * = 20 

a) Tìm hàm số bậc hai có đồ thị chứa nhánh parabol nói ưên. 

b) Theo lịch trình, để đến dược Mặt Trăng, con tàu phải đi qua điểm (100 ; y) 
với y = 294 ± 1,5. Hỏi điều kiện đó có được thoả màn hay không ? 























Chương 
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Tù thuở xa xưa, trong lịch sủ phát triển của toán học, phuơng 
trinh dã ỉà ván đé trung tâm của đại số học. Trong Đại số 10 
nâng cao, các vấn đề vé phuơng trình và hệ phương trình bậc 
nhất và bậc hai cúng là một nội dung trọng tâm của chương 
trình. Chúng duọc trinh bày chính xác hon, đắy dủ hon, hệ thống 
hơn so với lớp dưởỉ. Trong đó, diéu dáng lưu ỷ và tuơng đối khó là 
vấn dé giải và biện luận phương trình. Bởi vậy, chương này dõi hỏi 
nhũng kĩ năng thành thạo trong việc giải các phuơng trình và 
hệ phuong trình bặc nhất và đặc hai trẽn cơ sỏ các phương 
pháp cơ bản mà sách giáo khoa dã cung cáp. 









Ở lớp dưới, ta đã làm quen với khái niệm 

phương trình, chẳng hạn, 2x - 1 = y/x là 
một phương trình. Để có một cách hiểu 

mới, ta xem "2x - 1 = n/jc " là một mệnh đề 
chứa biến. Giá trị của biến X làm cho mệnh 
dề dó đúng chính là nghiệm của phương 
trình. Sau đây, chúng ta sẽ định nghĩa 
phương trình theo quan điểm đó. 

h Khái niệm phương trình một ẩn 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho hai hàm sấy =f(x) và y = £(*) cố tập xác định ỉần lượt là 3)y 
và 2)^. Đặt 3) = 2yn 3)^. 

Mệnh đề chứa biến "j{x) = g(x)" được gọi là phương trình một ẩn ; 
X gọi là ẩn SỐ (hay ẩn) vầ 2) gọi ỉà tập xác định của phương trình. 

Sô' ;t 0 e 3) gọi là mật nghiệm của phương trình f{x) — g(x) 
nếu "f(x q) =#(%)” ỉà mênh đề đúng. 

CHÚ Ý 1 

Để thuận tiện trong thực hành, ta không cần viết rõ tập xác định 2) 
của phương trình mà chỉ cần nêu điều kiện để X e 2). Điều kiện đó 
gọi là điều kiện xác định của phương trình , gọi tắt là điểu kiện của 
phương trình. 

Để đơn giản, ta coi các hàm số được nói đến trong bài này đều 
được cho bằng biểu thức . Vậy theo quy ước về tập xác định của 
hàm số cho bởi biểu thức, điều kiện của phương trình bao gồm các 
diều kiện để giá trị của/(jr) và g(x) cùng được xác định và các điều 
kiộn khác của ẩn (nếu có yêu cầu). 





Ví dụ 1 

a) Điều kiện của phương trình \/* 3 - 2x 2 +1 = 3 là X - 2x 2 + 1 > CL 

1 r~ 

b) Khi tìm nghiệm nguyên của phương trình 2 - — =yỊx , ta hiểu điều kiện 

X 

của phương trình làxeZ,;t#0vàji:>0 (hay X nguyên đương). □ 

CHỨ Ý 2 

1) Khi giải một phương trình (tức là tìm tập nghiệm của phương trình), 
nhiều khi ta chỉ cần, hoặc chỉ có thể tính giá trị gần đúng của 
nghiêm (với độ chính xác nào đó). Giá tậ đó gọi là nghiệm gần 
đúng của phương.trình. 

Chẳng hạn, bằng máy tính bỏ túi, ta tinh nghiệm gần dúng (chính 
xác đến hàng phần nghìn) của phương trình X 3 = 7 là X « 1,913. 

2) Các nghiệm của phương trình f(x) = g(x) là hoành độ các giao 
điểm của đổ thị hai hàm số y -f{x) và y = g(jt). 

2. Phương trình tương đương 

Ta đã biết : Hai phương trình (cùng ẩn) được gọi là tương đương nếu chúng có 
cùng một tập nghiệm. Nếu phương trình fi(x) - #!(*) tương đương vói phương 
trình / 2 ( x) = g 2 (x) thì ta viết 

fi(x) = gi(x) <=> f 2 (x) = g 2 {x). 

IhiỊ Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a) >ỈT-Ĩ = l4\^x o 1 = 0. 

b) x + yỊx-2 - 1 + \ỉx-2 o .r = 1. 

c) Ul = ! <=> x = ì. 

• Khi muốn nhấn mạnh hai phương trình có cùng tập xác định tí) (hay có cùng 
điều kiện xác định mà ta cũng kí hiệu là tí)) và tương đương với nhau, ta nói 

- Hai phương trình tương đương với nhau trên tí), hoặc 

- Với điều kiện tí), hai phương trình tương đương với nhau. 

Chẳng hạn với X > 0, hai phương trình X 2 - 1 và X = 1 tương đương với nhau. 



• Trong các phép biến đổi phương trình, đáng chú ý nhất là các phép biến đổi 
không làm thay đổi tập nghiệm của phương trình. Ta gọi chúng là các phép 
biến đổi tương đương. Như vậy 

Phép biến đổi tương đương biến một phương trình thành phương 
trĩnh tương đương với nó. 

Chẳng hạn, viộc thực hiện các phép biến đổi đồng nhất ở mỗi vế của một 
phương trình và không thay đôi tập xác định của nó là một phép biến đổi 
tương đương. 

Dưới đây là định lí về một số phép biến đổi tương đương thường dừng. 


ĐỊNH LÍ 1 

Cho phương trình fix) - g(x) có tập xác định 3) ; y — h{x) ỉà một , 
hàm số xác định trên 3) (h(x) có thể là một hằng số). Khi đó trên 
Ổ), phương trình đã cho tương đương với mỗi phương trình sau : 

ì)Jịx) + h(x) = g(x) + h{x) ; 

2)j{x) h(x) = g(x) h(x) nếu h(x) * 0 với mọi X e 3). 

Chứng minh. Ta chứng minh cho kết luận thứ nhất. Kết luận thứ haì được 
chứng minh tương tự. 

Thật vậy, cả ba hàm số/, g, và h đều xác định trêp 3) nên nếu X Q thuộc ổ) thì 

f(x ồ ), #(xq) và /í(xq) là những số xác định. Do đó, áp dụng tính chất của đẳng 
thức số, ta có : 

/(%> = g(*o) <=>Ẩ*o) + h{x o) = g(x o) + h(x 0 ). 

Điều dó chứng tỏ rằng nếu Xq là nghiệm của phương trình này thí cũng là 
nghiệm của phương trình kia và ngược lại. Vậy hai phương trình f{x) = g(x) 
và f(x) + h(x) = g(x) + h{x) tương đương với nhau. □ 

Từ định lí trên, ta dễ thấy : Hai quy tắc biến đổi phương trình đã học ở lớp 
dưới (quy tắc chuyển vế và quy tắc nhân với một số khác 0) là những phép 
biến đổi tương đương. 


H2 Mỗi khẳng định sau đúng hay sai ? 


a) Cho phương trình 3x + *Jx-2 = X 2 . Chuyển \Ix-2 sang vế phải thì được phương 
trình tương đương. 



b) Cho phương trình 3x + yjx -2 = X 2 + yjx - 2. Lược bỏ Jx-2 ở cả hai vế của 
phương trinh thì được phương trình tương đương. 

3. Phương trình hệ quả 

Ví dụ 2, Xét phương trình 

4x = 2-x. (1) 

Bình phương hai vế, ta được phương trình mới 

x = 4-4x + x 2 , (2) 

.Tập nghiệm của ( 1 ) là = {1}, của (2) là s 2 = u ; 4). Hai phương trình (1) 

và (2) không tương đương. Tuy nhiên, ta thấy s 2 D Sị ; trong trường .hợp này, 
ta nói ( 2 ) là phương trình hệ quả của phương trình ( 1 ). □ 

Tổng quát, 

f[ (.v) = £}(*) gọi ỉầ phương trình hệ quả của phương trình 

fi(x) = gỤc) nếu tập nghiệm của nó chứa tập nghiệm của phương 
trình fự) = g(x). 

Khi đó, ta viết 

f{x) = g(x)^>f [ (x) = g [ (xị 

Từ định nghĩa này, ta suy ra : Nếu hai phương trình tương đương thì mỗi 
phương trình đều là hê quả của phương trình còn lại. 

Trong ví dụ 2, giá trị X = 4 là nghiệm của (2) nhưng không là nghiệm của (1). 
Ta gọi 4 là nghiệm ngoại laỉ của phương trình (1). 

H3 Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a ) yjx-2 = ỉ X-2=L 

x(x-t) = l __ x = t 
x-ì 

Trong các phép biến đổi dẫn đến phương trình hệ quả, ta thường sử dụng phép 
biến đổi được nêu trong định lí sau đây. 

ĐỊNH LÍ 2 

Khi bình phương hai vế của một phương trình, ta được phương 
trình hệ quả của phương trình đã cho . 

f{x) = g(x) => \f (x)] 2 = [g(x) ] 2 . 





CHÚ Ý 


1) Có thể chứng minh được rằng : Nếu hai vế của một phương trình 
iuôn cùng dấu thì khi bình phương hai vế của nó, ta được phương 
trình tương đương. 

2 ) Nếu phép biến dổi một phương trình dẫn đến phương trình hệ 
quả thì sau khi giải phương trình hệ quả, ta phải thử lại các nghiệm 
tìm được vào phương trình đã cho để phát hiện và loại bỏ nghiệm 
ngoại lai. 

Ví dụ 3. Giải phương trình ịx - 11 = X - 3. 

Giải. Binh phương hai vế, ta được phương trình hệ quả 

X 2 - 2x + 1 = X 2 - 6x + 9. 

Giải phương trình này, ta được X = 2. Thử lại, ta thấy 2 không phải là nghiệm 
của phương trình đã cho. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. □ 

4. Phương trình nhiều ẩn 

Trong thực tế, ta còn gặp nhũng phương trình có nhiều hơn một ẩn. Đó là các 
phương trình dạng F = Gy trong đó F và G là những biểu thức cua nhiều biẽh. 
Chẳng hạn, 

lx 2 + 4xy-y 2 = -x + 2y + 3 (3) 

là một phương trinh hai ẩn (x và y); 

X + y + 2 = 3 xyz (4) 

là một phương trình ba ẩn (x, ỵ và z). 

Nếu phương trình hai ẩn X và y trở thành mênh để đúng khi X = Jt 0 và y - y 0 

(với x 0 và y 0 là số) thì ta gọi cặp sô' (*Q ; y 0 ) là một nghiêm của nó. Chẳng 
hạn, cặp số (1 ; 0) là một nghiêm của phương trình (3). 

Khái niệm nghiệm của phương trình ba ẩn, bôn ẩn,... cũng được hiểu tương tự. 
Chẳng hạn, bộ ba số (1 ; 1 ; 1 ) là một nghiệm của phương trình (4). 

Đối với phương trình nhiểu ẩn, các khái niệm tập xác định (điều kiện xác 
định), tập nghiệm, phương trình tương đương, phương trình hộ quả,... cũng 
tương tự như đối với phương trình một ẩn. 



5. Phương trình chứa tham số 

Chúng ta còn xét cả những phương trình, trong đó ngoài các ẩn còn có những 
chữ khác. Các chữ này được xem là những sô đã biết và được gọi là tham số, 

■ Chẳng hạn, phương trình m(x + 2) = 3 mx - 1 (với ẩn X ) là một phương trình chứa 
tham số rn. 


H4J Tim tập nghiệm cửa phương trình 


trường hợp: a) m^ồ ; b) m* 0. 


mx + 2 = 1 - m (với m là tham số) trong mỗi 


Rõ ràng nghiệm và tập nghiệm cửa một phương trình chứa tham sõ phụ thuộc 
vào tham sổ' đó. Khi giải phương trình chứa tham số, ta phải chỉ ra tập nghiệm 
của phương trình tuỳ theo các giá trị có thể của tham số. Để nhấn mạnh ý 
đó, khi giải phương trình chứa tham số, ta thường nói là giải vồ biện luận 
phươìig trinh . 


Câu hái và bài tập 


1. Tìm điều kiện xác định của mỗi phương trình sau rổi suy ra tập nghiệm của nó : 


a) -N fx = v~jc ; 

c) ~Ặ = x + y/x -3 ; 

2. Giải các phương trình sau : 

a) X + Vx -1 = 2 + yjx -1 

* X 3 

c) I r—= = - I 

2>/x-5 Vx-5 

3. Giải các phương trình sau : 

1 2x -1 

a) X + 


b) 3x- \jx-2 = yjl~x + 6 ; 

d) X + Vx “1 = V“X . 


b) x+ y/x-\ - 0,5 + yjx -1 ; 

X ■ 2 


d) 


2 yịx - 5 -v/x-5 


2x -3 


b) X + ——- =-— ; 

x-2 x-2 

d) (x 2 - X - 2) Vx +1 =0. 


Jt-1 x-\ 

c) (x 2 - 3x + 2 ) Vx -3 = 0 ; 

4. Giải các phương trình sau bằng cách binh phương hai vế của phương trình : 

b) yjx -1 = X - 3 ; 
d) I X - 2 I = 2x - 1. 


a) yjx- 3 = V9-2x ; 
c) 2| X — 1 I = A' ■+ 2 ; 




PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 

VÀ BẬC HAI MỘT ẨN 

_ ♦ __ • . 


Ta đă biết cách giải: 

- Phương trình bậc nhất (ẩn x) là phương trình có dạng ơx + b - 0 
(a và b là hai số đã cho với a * 0); 

- Phương trình bậc hai (ẩn A”) là phương trình có dạng ax 2 + bx + c = 0 
(a, b và clà ba số đã cho với a * 0); A = b 2 - 4 ac gọi là biệt thức, À' = b' 2 - ac 
(vởi b-2b') gọi là biệt thức thu gọn của phương trình bậc hai. 

Trong bài này, chúng ta sẽ nghiên cứu cách giải và biện luận các phương trình 
bậc nhất và bậc hai có chứa tham số. 

1. Giải và biện luận phương trình dạng ax 4- b = 0 

Kết quả giải và biện luận phương trình dạng ax + b = 0 được nêu trong 
bảng sau đây. 

Ịy 

1) a * 0 : Phương trình có một nghiệm duy nhất X - - —. 

: . a 

2) a ~ 0 và b * 0 : Phương trình vô nghiệm. 

3) ạ = 0 và b = 0 : Phương trình nghiệm đúng với mọi X e R . 

Ví dụ 1. Giải và biện luận phương trình sau theo tham số m 

2 

m X + 2 = X + 2/m. 

Giải. Ta biến đổi tương đương 

(1) o mx -X - 2m - 2 
<=> (m 2 - ì)x = 2 (m - 1). 

Xét các trường hợp sau đây. 

1) Khi m*±\ (tức là m 1 và m * -1), ta có m 2 - \ *0 nên 

2(m-\) 2 

x ~ ^T 

Đó là nghiệm duy nhất của phươig trình đã cho. 


(1) 

(la) 

(la) có nghiệm 




2) Khi m = 1, phương trình (la) trở thành Qx = 0 ; phương trình này nghiệm 
đúng với mọi X e R nên phương trình (1) cũng nghiệm đúng với mọi X e R. 

3) Khi m = -1, phương trình (la) trở thành Ox - -4 ; phương trình này vô 
nghiệm nên phương trình ( 1 ) cũng vô nghiệm. 

Kết luận 

2 ( 

m*± 1 : (1) có nghiệm X = ——— tập nghiệm là s - 

m + l ^ 

m = -l : ( 1 ) vô nghiệm (tập nghiệm là s - 0 ). 
m = 1 : ( 1 ) nghiêm đúng với mọi tel (tập nghiêm là s = M). □ 

2. Giải và biện luận phương trình dạng ax 2 + bx + c= 0 

Kết quả giải và biện luận phương trình dạng ax 2 + bx + c = 0 được nêu trong 
bảng sau đây. 



ỊHII Trong trường hợp nào thì phương trình ax 1 + bx + c = 0 : 

a) Có một nghiệm duy nhất ? 

b) Võ nghiệm ? 

Ví dụ 2, Giải và biện luận phương trình sau theo tham số m 

nv? - %m - 2)x + m - Ị = 0 . (2) 

3 

Giải. Với m = 0> phương trình (2) trở thành 4x - 3 = 0 ; nó có nghiêm X = -- . 

4 

Với m * 0, (2) là phương trình bậc hai với biệt thức thu gọn là 

A’ = (m - 2Ỵ - m{m - 3) = 4 -m. 





Do đó: 

- Nếu m > 4 thì A’ < 0 nên (2) vô nghiệm ; 

- Nếu m = 4 thì A' = 0 nẽn (2) có một nghiệm X = — ~ 2 = -ị ; 

/w 2 

- Nếu m < 4 và m * 0 thì A’ > 0 nên (2) có hai nghiêm_ 

m~2-yj4-m . m — 2 + yj4 — m 

X --— - và X- -— 1 - 

m m 

Kết luận. 

m > 4 : (2) vô nghiêm ; 

' ] ' 3 

m = 0 : (2) có nghiệm X = ị ; 

A ^ _, „ m - 2 ± V4 - m 

0 m ú 4 : (2) có hai nghiệm Jt =-—- 

m 

(hai nghiệm này trùng nhau và bằng ^ khi m — 4). 

H2 G/áý và ò/ện iuận phương trình (X - l)(jt - mx + 2) - 0 theo tham sô m. 

Ví dụ 3. Cho phương trình 

3jc + 2 = - X 2 + X + CL' (3) 

Bằng đổ thị, hăy biện luận số nghiệm cùa phương trình (3) tuỳ theo các giá trị 
của tham số a. 

Giải. Trước hết, ta đưa phương trình (3) về dạng 

X 2 + 2x 4- 2 = a. (4) 

Số nghiệm của phương trình (3) cùng là số nghiệm 
của phượng trình (4) và bằng số giao điểm cùa parabol 

(p):y = x 2 + 2x + 2 với đường thẳng (d ): y = a . Quan 
sát đồ thị (h.3.1), ta thấy đỉnh của parabol ( p ) là điểm 
M(-ì ; 1), khi a thay đổi thì đường thẳng (d) cũng 
thay dổi nhưng luồn song song (hoặc trùng) với trục 
hoành. Từ đó, ta suy ra : Hình 3.1- 

- Với a < 1, phương trình (3) vô nghiệm (đường thẳng (i d ) và parabol ( p ) 
không có điểm chung); 

- Với a - 1, phương trình (3) có một nghiệm (kép) (đưcmg thẳng ( đ) tiếp xúc 
với parabol (/*)); 

- Với a > 1, phương trình (3) có hai nghiệm (đường thẳng ( d) cắt parabol ( p) 

tạí hai điểm phân biệt). □ 




CHỨ Ỹ 


Khi viết phương trình (3) dưới dạng X 2 + 3x + 2 = X + ứ, ta thấy kết 
quả trên còn cho biết số giao điểm của parabol ỵ = X 2 + 3x + 2 với 
đường thẳng y-x + a. 


3. ứng dụng của dinh lí Vi-ét 

• Ở lớp dưới, chúng ta đã học định lí Vi'ét đối với phương trình bậc hai. 

Hai số x } và x 2 là các nghiệm của phương trình bậc hai 
ax 2 + bx + c = 0 

khi và chỉ khi chúng thoả mãn các hệ thức 

b , c 

x ] + *2 =-- v à x ] x 2 - 

a a 

Định lí Vi-ét có nhiêu ứng dụng quan trọng, chẳng hạn như: 

1) Nhẩm nghiệm của phương trình bậc hai ; 

2) Phân tích đa thức thành nhân tử: 

Nếu đa thức f{x) — ax 2 + bx + c cố hai nghiệm Xị và x 2 thi nó có thể phân tích 
thành nhần tử f(x) = ơ(x ~x{)(x -x 2 ) (xem bài tập 9); 

3) Tỉm hai sô biết tổng vả tích của chúng : 

Nếu hai số có tổng là s vđ tích là p thì chúng là các nghiệm của phương trình 
x*-Sx + P = 0. 


H3| Có thể khoanh một sợị dây dài 40 cm thành 


một hỉnh chữ nhật có diện tích s cho trước trong 
mỗi trường hợp sau đây dược hay khồng ? 

a)S = 99 cm 7 ; b) s * 100 cm 2 ; c)S=W\cm 2 . 


• Sau đây, ta sẽ tìm hiểu một ứng dụng quan 
trọng khác của đinh lí Vi-ét là xét dấu cấc 
nghiệm của phương trình bậc hai. 



Định lí Vi-ét cho phép ta nhận biết dấu các nghiệm của một phương trình bậc 
hai mà không cần tìm các nghiệm đó. Ta có nhận xét sau đây. 






Nhân xét 


Cho phương trình bậc hai ax 2 + bx + c = 0 có hai nghiêm Xị và *2 

(jtj < JC 2 ). Đặt 5 = vàP = —. Khi đó : 

a a 

- Nếu p < 0 thì JC| < 0 < x 2 (hai nghiệm trái dấu) ; 

- Nêu p > 0 và s > 0 thỉ 0 < Xị < x 2 (hai nghiệm dương); 

- Nếu p > 0 và s < 0 thì Xị<x 2 <0 (hai nghiêm âm). 


Ví dụ 4. Phương trình Ịi-\/2)à' 2 .-2Ịi + y/2]x + ^/2 = Ocóữ = l-V2<0 
và c = y/ĩ > 0 nên p < 0. 

Vậy phương trình đó có hai nghiệm trái dấu. □ 

1 

■s. 

CHỨ Ý 

Trong ví dụ 4, cả hai kết luận phương trình có hai nghiệm và hai 
nghiệm đó trái dấu đều được suy ra từ p < 0. 

Trường hợp p > 0, ta phải tính A (hay À’) dể xem phương trình có 
nghiệm hay không rồi mới tính s để xác định dấu các nghiệm. 

Ví dụ 5. Xét dấu các nghiêm của phượng trình sau (nếu có) 

(2-v5)x 2 + 2(l-Vã)x+1 =0. (*) 

Giải. Ta có 

a= 2-V3>0và c = 1 > 0 => p> 0 ; 


A’ = Ịl - V3 j -^2 - >/3 Ị = 2 - V3 => A’ >0 (vậy (*) có hai nghiệm phân biệt) ; 

a= 2-Vã >0và -ử' = -(l-V3)= 73- 1 >0^>5>0. 

Do đó, phương trình dã cho có hai nghiệm dương. □ 


H4| Vôi mỗi phương trình cho trong a) và b) dưới đây, hãy chọn khẳng định đứng 


trong các khẳng định đả cho. 


a) Phương trình -0,5.y 2 + 2,7* + 1,5 = 0 



(A) Có hai nghiệm trái dấu; 
(C) Có hai nghiệm âm ; 


(B) Có hai nghiệm dương; 
(D) VÔ nghiệm. 


b) Phương trình X 2 - + yfĩ^x + yÍ6 - 0 

(A) Có hai nghiệm trái dấu ' ậ (B) Cố hai nghiệm dương; 

(C) Có hai nghiệm âm; (D) Vồ nghiệm. 

• Việc xét đấu các nghiệm của phương trình bậc hai giúp ta xác định được số 
nghiệm của phương trình trùng phương. 

Ta đã biết, đối vứi phương trình trùng phương 

ax A 4* bx 2 + c - 0, (4) 

nếu đặt y = X (y > 0) thì ta đi đến phương trình bậc hai đối với y 

ay 2 + by + c = ồ. (5) 

Do đó, muốn biết số nghiệm của phương trình (4), ta chỉ cần biết số nghiệm 
của phương trình (5) và dấu của chúng. 

H5| Mồi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a) Nếu phương trình (4) cò nghiệm thi phương trình (5) có nghiệm ; 

b) Nếu phương trình (5) có nghiệm thì phương trình (4) có nghiệm. 

Ví dụ 6. Cho phương trình 

V 2* 4 - 2 (-JĨ - Vĩ)* 2 - VĨ 2 = 0 . (6) 

> 

Không giải phương trình, hãy xét xem phương trình (6) có bao nhiêu nghiệm ? 
Giải. Đặt ỵ - X 2 (y > 0), ta đi đến phương trình 

VỊ y - - 2(Vã - S)y - VĨ2 = 0. (7) 

Phương trình (7) có a = V 2 > 0 và c - —VĨ2 < 0 nên có hai nghiệm trái 
dấu. Vậy phương trình (7) có một nghiệm dương duy nhất, suy ra phương 
trình (6) có hai nghiệm đối nhau. □ 



Câu hỏi và bàí tập 

5* Xem các bài giải sau đây và cho biết mỗi bài giải đó đúng hay sai. Vì sao ? 

(x-2)(x-l) x-2 , _ X“2 

a) -—pP--= 0 <=> ■ (x - 1) = 0 <tí> ■ = 0 hoặc X - 1 = 0. 

77-1 77-1 77-1 

y — 2 

Ta có =0 <=>x = 2 ; X - 1 = 0 <=> X = 1. 

Vx -1 

Vậy tập nghiêm cùa phương trình đâ cho là 5 = {ỉ ; 2}. 

b) Vx 2 -2 = l-x<í=> X 2 - 2 = (1 -x) 2 o X 2 - 2 = 1 - 2x + X 2 

o 2í = 3 o X = —♦ 

2 

3 

Vậy phương trình có một nghiệm X 

6* Giải và biện luận các phương trình : 

a) (m 2 + 2)x-2m = x-3; b) m(x -m)=x + rn -2 ; 

c) m(x - m + 3) = m{x - 2) + 6 ; d) m 2 (x - 1 ) + m= x(3 m - 2). 

7. Dựa vào hình 3.1 (trang 74), tìm các giá trị của a để phương trình (3) cho 
trong ví dụ 3 có nghiệm dương. Khi đó, hây tim nghiệm dương của (3). 

8. Giải và biện luận các phương trình : 

a) (rn - l)x 2 + 3x - 1 = 0 ; 

b) X 2 - 4x + m - 3 - 0. 

9. a) Giả sử phương trình ax 2 + bx + c = 0 (a * 0) có hai nghiệm là Xị và x 2 . 
Chứng minh rằng ta cỏ thể phân Ưch ax 2 + bx + c- a{x -Xj)(x -x 2 ). 

b) Áp dụng. Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 
fix) = -2x 2 -7x + 4 và g(x)=(V2+1 )x 2 -2(V2 + 1)x + 2. 

10. Không giải phương trình X 2 - 2x - 15 = 0, hãy tính : 

a) Tổng các bình phương hai nghiêm của nó; 

b) Tổng các lập phương hai nghiộm của nó ; 

c) Tổng các luỹ thừa bậc bốn hai nghiêm của nó. 

tìưởng dần. xf + xị = (xf + X 2 ) 2 - 2x 2 * 2 . 



11. Trong các khẳng định sau đây, có duy nhất một khẳng 4ịnh đúng, Hãy chọn 
khẳng định đúng đó. 

Phương trình ỊVI-lỊ* 4 +x 2 + 2^1 — >/ 3 ^ = 0 ; 

(A) Vô nghiệm ; 

(B) Có hai nghiêm X = ±^-^Ịl + V 3 jỊ-\^3-16>/3 -ĩj ; 

(C) Có bốn nghiệm X = ±^^Ịl +V3 ỊỊ-s/ 33-16\/3 — lj và x = ±\fs ; 

(D) Có hai nghiệm X = ± V 3 . 



GỊẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 
BẰNG MÁY TÍNH CASIO /x - 500MS 


Máy tính CASIO fx - 50ỒMS có thể giúp ta tìm nghiệm đúng hoặc nghiệm gần đúng 

(với chín chữ số thặp phân) của phương trình bậc hai ax 2 + bx + c = 0 với các hệ số 
bằng số. 

Để giải phương trình ax 1 +bx + c - 0, truớc hết ta ấn các phím iMODEl ỊmqdeỊ U 0 m 
để vào chương trình giải. Sau đó, ta nhập từng hệ số bằng cách ấn phím tương ứng 
vói hệ số đó vả phím 0 ■ 

• Để giải phương trình 2x 2 -5x-3 = 0, ta ấn lẩn lượt các phím sau : 

MODEl iMODEl 510 m20ỊcÕ]50O 3 0 

- J 

Khi đó, kết quả là Xị - 3. Ấn tiếp phím 0, ta được *2 = -0.5. 

• Để giải phương trình 9x 2 - 12 *+ 4 =0, ta ấn lẩn lượt các phím sau : 

iMODEl ImÕDẼỊ [ĩl B 519BIH112B4B 

Khi đó, kết quả là JC « 0,666666 666. Ấn tiếp hai phím |SHĨFT| IdTcl , ta được X = ệ. 
Đó là nghiệm kép của phương trình. 






Để giải phương trình 5x 2 + 4x +1 = 0, ta ấn lần lượt các phím sau : 


MODEl ImqdeI 0 0 H5040 10 


Khi đó, trên màn hình xuất hiện giá trị X, = -0t4 cùng với kí hiệu R <» / ở góc trên 
bên phải. Điều đó có nghĩa là phương trình đã cho không có nghiệm thực. 

♦ Để giải phương trình X 2 + 5,3*- 1,46 = 0, ta ấn lấn lượt các phím sau : 


MODEl ÍMÕDÉI m r^Ị [211F1 5 t 3B [h] 1,460 


Khi đó, kết quả ỉà X, « 0,262 473 175. Ấn tiếp phím 0 , ta được x 2 « -5,562473 176. 
Đó là các nghiêm gần đúng của phương trình. 


Luyện lập 

12. Giải và biện luận các phương trình sau (m là tham số) : 

a) 2 (m +\)x- m(x - 1) = 2 m + 3 ; b) m 1 (x “ 1) + 3 mx = (m 2 + 3)x - 1; 

c) 3(fíĩ + l)jt + 4 = 2x + 5(m 4- 1) ; d) tn 2 x + 6 = 4x + 3m. 

”\ 

13. a) Tìm các giá trị của p đé phương trình (p + 1 )x - (x + 2) = 0 vô nghiệm. 

b) Tìm các giá trị của p để phương trình p 2 X - p - Ax - 2 có vố số nghiêm. 

14. Tính nghiệm gẩn đúng của các phương trình sau (chính xác đến hàng phần trăm): 

a) X - 5,60.t + 6,41 = 0 ; b) Vã X + aSx-2sÍ2 = 0. 

15. Tim độ dài các cạnh của một tam giác vuồng, biết rằng cạnh thứ nhất dài hơn 
cạnh thứ hai là 2 m, cạnh thứ hai dài hơn cạnh thứ ba là 23 m. 

16. Giải và biện luận các phựơng trình sau (m và k là tham số) : 

a) (m - 1 )x 2 4- Ix - 12 = 0 ; b) mx - 2 (m + 3)x + m 4- 1 = 0 ; 

c) [(& + \)x - l](jt - 1) = 0 ; d) (mx - 2)(2 mx -x+ 1) - 0. 

17. Biện luận số giao điểm của hai parabol y = -X 2 - 2x 4* 3 và V = X 2 — m theo 
tham số m. 

18. Tim các giá trị của m để phương trình Jt 2 - 4x + m - 1 = 0 có hai nghiêm Xị và 
x 2 thoả mãn hệ thức X 2 + xị = 40. 

19. Giải phương trình X 2 + (4 m + 1 )x + 2 (m - 4) = 0, biết rằng nó có hai nghiệm 
và hiệu giữa nghiệm lớn và nghiệm nhỏ bằng 17. 




20, Không giải phương trình, hãy xét xem mồi phương trình trùng phương sau đây 
có bao nhiêu nghiệm. 

a)/+8/+12 = 0 ; b)- 1 , 5 /-2,6r + 1=0; 

c)ịl-yl2'jx i +2x ỉ +l-ylĩ = 0; d) -X 4 + -y/ĩ^x 7 =0. 

21. Cho phuong trình bc 2 - 2(k + 1 )x + k 4- 1 = 0. 

a) Tìm các giá trị của k để phương trình trên có ít nhất một nghiệm dương. 

b) Tìm .các giá trị của k để phương trình trên có một nghiêm lớn hơn 1 và một 
nghiệm nhỏ hơn 1, Hướng dẩn. Đặt X = y + 1. 


^ MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH QUY VỂ 
§^^^P HƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HOẶC BẬC HAĨ 



i. Phương trình dạng I ax + b I = I cx + d I 

I 

a) Cách giải 1 

Chúng ta đã biết I x\ - I Y I e>X=±Y (với Xvà Y là hai số tuỳ ý). Tương tự, ta có 

\ ax + b ị = \ cx + d\ o ax + b - ±{cx + d). 

Như vậy, muốn giải phương trình \ax + b\ = \cx + dl ta chỉ việc giải hai 
phương trình ax + b = cx + dvàax + b - ~{cx + d) rồi lấy tất cả các nghiêm 
thu được, 

Ví dụ 1. Giải và biện luận phương trình 

\mx-2\ = \x + m\. (1) 

Hướng dẫn . Để giải phương trình (1), ta phải giải hai phương trình : 

mx - 2 — X + m ; 
mx-2 = -(x + m). 

Tà có (la) o (m - \)x = m + 2. 


(la) 

(lb) 



^2 ^ 2 

Do đó, (1 a) vồ nghiệm khi m = 1 và có nghiệm X = —-—“ khi m ± 1. 

™ -1 

Tacó(lb) <=> (w? + 1 )jt =-/w + 2. 

Do đó, (lb) vô nghiệm khi m = -1 và có nghiệm X — ———— khi /w * —1, 

. . m +1 

Để kết luân về nghiệm của phương trình đã cho, ta lập bảng sau đây. 


Nghiệm của (la) Nghiệm của (1 b) Nghiệm của (1) 



m + 2 -m + 2 

m^± 1 -— -— 

m -1 +1 

MI Điền vào cột cuối trong bảng trên rồi phát biểu kết luận về nghiệm của phương 
trình (1). 

b) Cách giải 2 

Do hai vế của phương trình \ ax + b\ = \cx + d\ luôn không âm nên khi bình 
phương hai vế của nó, ta được phương trình tương đương. Như vậy, có thể giải 
phương trình nệu ở ví dụ 1 như sau 

(1) (mx - 2) 2 - (jc + m) 2 o (rr? - l )x 2 — 6 mx + 4 - ỉĩĩ - 0. 

^ mi Giải tiếp phương trình trên bằng cách xét các tn/ờng hợp m = -1, m = 1 vàm*± 1 
rồi so sánh vởi kết quả thu ƠUỌc từ cách 1. 

i x 

2. Phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 

Khi giải phương trình chứa ẩn ờ mẫu thức, ta phải chú ý đến điều kiện xác 
định của phương trình. 

Ví dụ 2. Giải và biện luận phương trình 

mx+\ 
x-ì 


( 2 ) 















Giải . Điều kiện của phương ưình là X - 1 * 0, tức là X * 1. Vói điều kiện đó, 
ta có 

(2) <=> mx 4- 1 = 2{x - 1) 

o (m -2)x = - 3. (2a) 

-3 

1) Với m * 2, ta có m - 2 * 0. Phương trình (2a) có nghiệm X = ——-. Giá trị 

m-2 

này là nghiệm của (2) nếu nó thoả mãn điều kiện X* I. Ta có 

-3 

——- * 1 -3 * m -2 <^> m * -1. 

m — 2 

Do đó: 

-3 

Khi m ± 2 và m ± -1 thì JC = —là nghiêm của (2) ; 

m-2 

-3 

Khi m = -1 thì giá trị X - ——- bị loại. Phương trìnlì (2) vô nghiệm. 

m-2 

2) Với m = 2, phương trình (2a) trở thành 0x = -3. Phương trình này vô 
nghiệm nên phương trình (2) vô nghiêm, 

Kết luận 

_ -3 

Khi m ± -1 và m * 2y phương trình (2) có nghiệm X = —— . 

m-2 

Khi m = -l hoăc m = 2, phương trình (2) vồ nghiệm. □ 

Ví dụ 3. Giải và biện luận phương trình 

X 2 -20 + 1)* + 6m-2 Ị—r 

- . - =v*“2. (3) 

4x-2 

Giải. Điểu kiện của phương trình là X - 2 > 0, hay X > 2. Với điều kiện đó, 
ta có 

... X 2 -2(m + ĩ)x+ 6m-2 x-2 

(3)<=> --7 == - = —f —= 

2 yỊx-2 

<=> X 2 - (2 m + 3)x + 6m = 0. 

Phương trình (3a) luôn có hai nghiệm là A' = 3 và x~2m. 


(3a) 



- Giá trị X - 3 thoả mãn điều kiện X > 2 nên nó là nghiệm của phương trình 
(3) với mọi m. 

- Để giá trị X = 2m là nghiệm của (3), nó phải thoả mãn điều kiện x>2. 
Ta có 2m > 2 <r> m > 1. Điều đó có nghĩa là : 

- Nếu m > 1 thì X - 2m là nghiệm của (3); 

— Nếu m < 1 thi JC = 2m không thoả mãn điểu kiộn của ẩn và bị loại. 

Tổng hợp các kết quả trên, ta đi đến kết luận : 

r 

Khi m > 1, phương trình (3) có hai nghiệm X - 3 và x~2m\ 

3 

(hai nghiệm này trùng nhau khi m = 

Khi m < 1, phương trình (3) có một nghiệm duy nhất X = 3. □ 

H3Ị Hãy chọn phương án trả lời đủng trong các phương án cho sau đỗy. 

Vôi giá trị nào của tham số a thì phương trình (j? + 4x + 3 ; yịx-a = 0 có hai nghiệm 
ph ân biệt ? 

(A) a < -3 ; (B) -3 < ữ < -1 ; 

(C) a > -1 ; (D) Không có giá trị nào của a. 

Câu bải và bài tập 

22. Giải các phương trình : 

a)^!zi2 =2 _£±Ị ; Ĩ£zl = ^zl. 

2x+\ 2x+l x-\ 3jc + 5 

23. Giải phương trình ——— = nỉ' -m-6 trong mỗi trường hợp sau : 

ắ)m = 3\ b)m*3. 

24. Giải và biện luận các phượng trình (a và m là những tham số): 

a) I 2ax + 3 I = 5 ; b) +m ~ 2 = I, 

x 2 ~l 



Luyện tập 


25. Giải và biện luận các phương trình (m, a và k là những tham số): 

' a) I mx - X + 1 I -1 X + 2 I; b) a + —= 1; 

X-2 X-2 a 

. mx-m -3 , _ 3x + k x-k 

c)—-———=1; • d) — = -— 

Jt + 1 jc-3 x + 3 

26. Giải và biện luận các phương trình sau (m và a là những tham số): 


a) (2x + m - 4)(2 mx - X + m) = 0 ; 

b) 

» ^ 

II 

1 

ả 

+ 

c) (mx + 1 )^Jx -1=0; 

d) 

2(3-1 

=^- = a-2 ; 

Jt -2 

. (m + l)jt + m - 2 

e) 7*3 ■" ; 

f) 

<zx +1 
—— =đ. 

JC-1 


27. Bằng cách đặt ẩn phụ, giải các phương trình sau : 

a) 4* 2 -\2x - 5 V 4 .Ĩ 2 -12jc + 11 + 15 = 0; 

b) jc 2 + 4jf-3|^+2| + 4 = 0; 

c) 4 jc 2 +4r+ 2x~— -6 = 0. 

' X 2 X 

28. Tìm các giá trị của tham số m sao cho phương trình sau có nghiệm duy nhất 

I mx -2| - ịx + 4|. 

29. Vớị giá trị nào của a thì phương trình sau vô nghiệm ? 

Jt + 1 _ X. 

x~a+l x+a+2 




VÀI NÉT VỀ LỊCH sử PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 



N. Hen-rìđi A-ben 
{N. Henrik Abeí, 1802 -1829) 



E. Ga-loa 

(E.Galois, 1811 -1832) 


Lí thuyết phương trình đại số có lịch sử rất lâu đời. Từ 2000 
năm trước Công nguyên, người Ai Cập đã biết giải các 
phương trình bậc nhất, ngưòi Ba-bHon đã biết giải các 
phương trình bậc hai và tìm được những bảng đặc biệt để gỉẳl 
phương trình bậc ba. Tất nhiên, các hệ số của phương trình 
được xét đều là nhũng số đã cho nhưng cách giải của ngưài 
xưa chúng tỏ rằng họ cũng biết đến các quy tắc tổng quát. 
Trong nền toán học cổ của pgười Hí Lạp, lí thuyết phương 
trình đại SỐ được phát triển trèn cơ sỏ hình học, liên quan đến 
việc phát minh ra tính vô ước của một số đoạn thẳng. Vì lúc 
đó người Hi Lạp chỉ bỉểt các số nguyên dương và phân số 

dương nên đối VỚI họ, phương trình X 2 = 2 vô nghiệm. Tuy 
nhiên, phương trình đó lại giải được trong phạm vi các đoạn 
thẳng vì nghiệm của nó là đường chéo của hình vuông có 
cạnh bằng 1 {đơn vị dài). 

Đến thế kỉ VII, lí thuyết phương trình bậc nhất và bậc hai được 
các nhà toán học Ấn Độ phát triển. Phương pháp giải phương 
trình bậc hai bằng cách bổ sung thành bình phương của một 
nhị thức là một sáng kiến của người Ấn Độ. Người Ấn Độ cũng 
sử dụng rộng rãi các số âm. Họ cũng đưa vào các chữ số mà 
nay ta gọi là chữ số Ả Rập với cách viết theo vị trí của các 
chữ số. 


Đến thế kì XVI, các nhà toán học 1-taHỈ-a là Tác-ta-gli-a (N. Tartagỉia, 1500 - 1557), 
Các-đa-nô (G. Cardano , 1501 ~ 1576) và Fe-ra-ri (L Perrari, 1522 - 1565) đã giải được 
các phương trình bậc ba và bậc bốn, tức là tìm được công thức tính nghiệm của 
phương trình qua các hệ số của nó. 

Đến đầu thế kỉ XIX, nhà toán học A-ben, người Na Uy mới chứng minh được rằng 
không thể giải phương trình tổng quát bậc lớn hơn bốn bằng các phương tỉện thuổn 
tuỷ đại số. Sau cùng, Ga-loa (nhà toán học Pháp) đã giải quyết được trọn vẹn vấn đề 
giải các phương trình đạì số. 




HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
NHIỀU Ẩn 


Nhắc lại rằng phương trình bậc nhất hai ẩn ( X và y) là phương trình dạng 

ax + by - c (a, b và c là những số đã cho, a + b 2 * 0). (1) 

Ta đã biết phương trình (1) có vô số nghiệm ; trong mặt phẳng toạ dô Oxy , 
tâp nghiệm của nó được biểu diên bởi một dường thẳng gọi là đường thẳng 
ax + by - c. Chúng ta cũng đã làm quen với hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 
và cách giải chúng bằng phương pháp cộng đại số hoặc phương pháp thế. 

Trong bài này, chúng ta sẽ nghiên cứu lã hơn về hê phương trình bậc nhất 
hai ẩn. 

I 


1. Hệ hai phương trình bậc nhát hai ẩn 


Cho hai phương trình bậc nhất hai ầnax+by~ c và àx + b'y = c 
(tức là a 2 + b 2 * 0 và a' 2 + b ã * 0). Khi đó, ta có hệ hai 
phương trinh bậc nhất hai ẩn sau : 


(I) 


ax + by = c 
[ữ'r + b'y = c\ 

Mỗi cặp số {x 0 ; y 0 ) đồng thời là nghiệm của cả hai phương trình 
trong hệ được gọi là một nghiệm của hệ. 


Giải hệ phương trình ỉà tìm tất cả các nghiệm của nó. 


Các khái niêm hệ phương trinh tương đưcmg , hệ phương trình hệ quả cũng 
tương tự như dối với phương trình. 

Đối với hệ phương trình, chúng ta cũng có những phép biến đổi tương đương, 
tức là phép biến đổi một hẹ phương trình thành một hệ phương trình khác 
tương đương với nó. Biến đổi hẹ phương trình bằng cách áp dụng quy tắc cộng 
đại số hoặc quy tắc thế mà ta đã học chính là những phép biến dổi tương 
đương các hệ phương trình. 


IH11 Giải các hệ phương trĩnh sau: 


2x - 5y = -1 
X + 3y = 5 ; 


-2x + 6y = 2 
x-3y = -2 ; 


'3x-y = \ 

c ) \ - 11 
x--ry = -T- 
3 3 


• Giả sử (ư) là đường thẳng ax + by = c và (đ) là đưòng thẳng a'x + b'y - c\ 
Khi đó (h.3.2): ■ ' 

1) Hệ (I) có nghiệm duy nhất o ( đ) và (đ) cắt nhau ; 

2) Hệ (ĩ) vô nghiệm <=> (d) và {đ ) song song với nhau ; 

3) Hệ (I) có vô số nghiệm <=> (d) và (đ) trùng nhau. 



Hình 3 2 ' 


2. Giải và biện luận hệ hai phương trình bậc nhát haỉ ẩn 

a) Xây dựng cống thúc 

Xét hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 

mí ÍW + í ’ y = c > . (1) 

\a'x + b'y = c\ (2) 

- Nhân hai vế của phương trình (1) vói b\ hai vế của phương trình (2) với -b 
rổi cộng các vế tương ứng, ta được 

• {aV -a'b)x = cb' -c'b. (3) 

- Nhân hai vế của phương trình (1) vói -a\ hai vế của phương trình (2) với a 
rổi cộng các vế tương ứng, ta được 

(. ab' - a'b)y = ac' - a'c. 


(4) 



- Trong (3) và (4), ta đặt Đ - ab' - àb, D,. = cb' 

< ^ 

Khi đó, ta có hệ phương trình hệ quả 

D.x - D x . 

(O) J „ ~ x 
“ [D.>. = D y . 

Đối với hệ (H), ta xét các trường hợp sau đây. 

1) D * 0, lức này hệ (II) có một nghiệm duy nhất 


c'b và = ac' - a'c. 


(x;y)J Đx 


V 


V D D ) 

Ta thấy đây cũng là nghiệm của hộ phương trình (I). 


(5) 


J 

H2 Hãy thử lại rằng (5) /á một nghiệm của hệ (I) để khẳng định kết luận trên. 


2) D - 0, lức này hệ (n) trở thành 

ịox = D x 
[Oy = D r . 

- Nếu D x ± 0 hoặc D y * 0 thì hệ (II) vô nghiệm nên hộ (I) vô nghiệm. 

- Nếu D x = D^, = 0 thì hệ (II) có vô số nghiệm. Tuy nhiên, muốn tìm nghiệm 
của hệ (I), ta phải trở vể hệ (I) (do (II) chỉ là hệ phương trình hệ quả). 

Theo giả thiết, hai số a và b không cùng bằng 0 nên ta có thể giả sử a * 0 
(trường hợp b* 0 cũng giải tương tự). Ta có 

"ũ = ab' - a'b = 0 => b' - —í> ; 

a 

I 

D v = ac' - a'c - 0 => c' = — c. 

. 7 a 

Bơi vậy, hệ (I) có thể viết thành 

ax + bỵ = c 

“~(ax + bỵ ) = —c. 

, a a 

Do đó, tập nghiệm của hệ (ĩ) trùng với tập nghiệm của phương trình ax + by = c 
(ta đâ biết cách giải phương trình này). 



Kết quả trên có thể tóm tắt như sau : 


ax + by = c (ứ 2 •+- b 2 * 0) 
+ = c' (a' 2 +b’ 2 *0) 


1) D * 0 : Hộ có một nghiệm duy nhất (x ; y), trong đó 

D* ^ 

x= -7- ;y = 

D D 

2) D = 0: 

• D v * 0 hoặc D y 5* 0 : Hệ vô nghiêm. 

• D x = Dj, = 0 : Hệ có vô sô nghiệm, tập nghiệm của hệ là 
tập nghiệm của phương trình ax + by = c. 


b) Thực hành giải và biện ỉuận 

Trong thực hành giải và biện ]uận hệ phương trình bậc nhất hai ẩn, định thức là 
một công cụ đem lại nhiểu thuận tiện. 

Biểu thức pq' - p'q, với p, q, p\ q' là những số, được gọi là một định thức cấp 
hai và kí hiệu là 

p q' (chú ý cách tính p ^ 
p q q' 

ỉ , 

Như vậy, các biểu thức D, D x và D y mà chúng ta gặp khi giải hệ (I) đểu là 
những định thức cấp hai: 

D = ab' - a'b = đ , D x = cb'- c'b = c t b , Đ y = ac'~ a'c = 

Ta thấy trong mỗi định thức trên đều có hai hàng và hai cột . 

H3 aj Tỉm từ thích hợp để điền vào chỗ trống : 

Trong định thức D, cột thứ nhất gôm các hệ số của ; cột thứ hai gổm các hộ 
SỐ của .... 

b) Phát biểu các câu tương tự đối vớ/ D z vá D r 
Ta có thể sử dụng định thức để giải hộ phương trình bậc nhất hai ẩn. 



= pq'-p'q). 




Ví dụ 1. Giải hộ phương trình 

í 


'5x - 2y = -9 
4x + 3y = 2. 


Giải. Ta có 


D = 




D ,= 


5 -2 

4 3 

-9 -2 
2 3 

5 -9i 

4 2 


= 5.3-4. (-2) = 23 * 0; 

= (-9). 3 - 2 . (-2) = -23 ; suy ra X = 

D„ 

= 5.2-4. (-9) = 46 ; suy ra y = 


D 


Vậy hệ phương trình có một nghiệm duy nhất c*; y) = (-1; 2). 


H4 Bằng định thức, giải hệ phương trình 


\2x-3y = \3 
Jx + 4y = 2. 

Ví dụ 2. Giải và biện luận hệ phương trình 

mx + y = m + 1 

X + my = 2. 
Giải . Trước hết, ta tính các định thức 


D = 




D y = 


m 1 
1 m 
m + 1 1 

2 m 

m w + 1 
1 2 


= - 1 = (/K - l)(tfỉ + 1); 


= m 2 + m — 2 - (m - 1 )(m + 2) ; 


= m — 1. 


Ta phải xét các trường hợp sau : 

1) D * 0, tức là * ±1. Ta có 

_Đ X _ (m - l)(m + 2) _ ffl + 2 , 

D (m - l)(m +1) m + 1 
D, 


y- 


- y - 


D 


m - 1 __Ị_ 

(m — l)(m + 1) m + 1 


. x (m + 2 l ' 

Hộ có một nghiệm duy nhất (x ; y) = ; —— 

ffl + l m + 1 


/ 



2) D = 0, tức là m - 1 hoặc m = -1. 

- Nếu m -■ l thì D = = Dy = 0 và hệ trở thành ị 

X + y = 2 


X + y = 2 
X + ỵ = 2. 


Ta có 


X + y = 2 


o.ĩ + )' = 2o 


* g 


[y = 2 - X. 


- Nếu m = -1 thì D = 0, nhưng D x # 0 nên hệ vô nghiệm. 
Kết luận : 


Với m * ±1, hệ cổ nghiệm duy nhất (x; y ) = 






m + 2 1 

m + 1 * m + 1 


\ 




.Vớirw = -1, hệ vô nghiệm; 

Với m ~ 1, hệ có vô số nghiêm (x ; y) tính theo công thức 

X gR 

\y = 2 - X. 


D 


3. Ví dụ về giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn 

Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng tổng quát là 

a x x + b x y + CịZ = dị 

ịa 2 x + b 1 y + c 2 z = d2 

a$x + b$y + CýL = dị, 

trong đó các hộ số của ba ẩn X , y, z trong mỗi phương trình của hệ không đổng 
thời bằng 0. 

Giải hệ phương trình trên là tìm tất cả các bộ ba số (x ; y ; z) đổng thời nghiệm 
đúng cả ba phương trình của hệ. 


Ví dụ 3. Giải hê phương trình (tức là tìm tất cả các nghiệm chung của các 
phương trình trong hệ) 


(III) 

Cách giải. Từ (6) ta có 


X + y + z = 2 

(6) 

X + 2y + 3z = 1 

(7) 

2x + y + 3z = -1. 

(8) 

1 

* 

1 

II 

(9) 



Thay thế z trong (9) vào (7) và (8), ta dược 

X + 2y + 3(2 - X - y) = 1 o2 x + y = 5; 
2x + ỵ + 3(2 - X - y) = -1 o X + 2y = 1. 
Ta thu được hệ phưoíng trình bậc nhất hai ẩn quen thuộc 

2x + y = 5 
x + 2y - 7. 


(IV) 


□ 


H5J Giải tiếphệ (IV) đề tìm X và y rồi thế vào (9) để tim z và kết luận về nghiệm của 


hệ (DI). 


Nhận xét . Qua ví dụ trên, ta thấy : Nguyên tác chung dể giải các hệ phương 
trình nhiều ẩn là khử bớt ẩn để quy về giải các phường tnnh hay hệ phương 
trình có số ẩn ít hơn. Để khử bớt ẩn, ta cũng co thể dùng các phương pháp 
cộng đại số hay phương pháp thế giống như đối với hệ phương trình hai ân. 


H6J Giải hệ phương tnnh 


2x + 3y -5z= Ì3 
< 4x -2 y-3z = 3 
-X + 2y + 42 - -1. 


Gâu hỏi và bài tập 


30. Cho một hộ hai phương trình hai ẩn. Biết rằng phương trình thứ hai trong hệ 
nghiệm đúng với mọi giá trị của các ẩn. Hãy chọn khảng định đúng trong các 
khẳng định sau : 

(A) Hệ đã cho nghiệm đúng với mọi giá trị cùa các ẩn ; 

(B) Hệ đâ cho vô nghiệm ; 

(C) Tập nghiệm của hệ dã cho trùng với tập nghiệm cùa phương trình thứ nhất; 

(D) Cả ba khẳng định trên đều sai. 


31. 


32. 


Bằng định thức, giải các hệ phương trình : 


a) 


Í5x - 4y = 3 
[7* - 9y = 8 ; 


b) 


ịy/ĩx + \Ỉ2ỵ = -1 
2>fĩx + yfĩy - 0. 


Giải các hệ phương trình : 



1 

y-i 

2 

y-ì 


= 3 




3(* + >’) 
x-y 

5x-y 


[y-x 


= -7 
5 

* 

3 



33. Giải và biện luận các hệ phương trình : 

2 QX + 3ỵ - 5 
(ớ + l)jt + y - 0, 

34, Giải hệ phương trình sau (có thể dùng máy tính bỏ túí để kiểm tra kết quả — 
Xem bài đọc thêm ừang 94): 

Jt + y + z = 11 
<2 X - y + z — 5 


a) 


X - my = 0 
ffhx - y = m + 1 ; 


b) 


[3.r + 2ỵ + z = 24. 


35. Hình 3.3 cho một mạch điện kín. 
Biết Rị = 0,25 Q, /?2 = 0,36 Q, 
R 3 = 0,45 n và u = 0,6 V. Gọi /, 
ỉà cường độ dòng điện của mạch 
chính, / 2 và /3 là cường độ dòng 
điện của hai mạch rẽ. Tính / b ỉ 2 

và /3 (chính xác đến hàng 
phần trăm). 

Hướng dẫn . ĩ h / 2 và /3 là nghiệm 
của hệ phương trình 


h 

- 1_1 - 

J - 1_ 


A - r 

/, 


u 

_ _1 

1_1 

*3 


1 



Hình 33 


h~h~h= ữ 

< Rịĩị + R 2 Ỉ 2 = Ư 
~ — 0 - 


Bài đọc thèm 



GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
BẰNG MÁY TÍNH CASIO /x - 500MS 


Máy tính CASIO fx - 500MS có thể giúp ta tim nghiệm đúng hoặc nghiệm gần đúng 
(với chín chữ số thập phản) của hệ phương trinh bậc nhất với các hệ số bằng số. 

1. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 

Để giải hệ phương trình 

ịa ì x + b ì y = c l 
\^+b 2 y^c 2t 




ta phải vào chuơng trinh tương ứng bằng cách ấn liên tiếp các phím iMODEl IMQDB 
U] [U . Sau đó, nhập từng hệ số ữị, b ly Cj, «2, Ử2, c 2 bằng cách ấn phím tương ứng 
vái mỗi hệ số đó và phím [3 . 

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 

ịlx+y = 11 
Ị5x-4y = -10. 

Ta ấn lần lượt các phím sau : 

MODEl IMODEI HI ! 3 E 1 0 11 13 5 0 o 4 0 o 10 0 

Khi đó, trên màn hình xuất hiện X = 2 . Ấn tiếp phim 0, trên màn hình xuất hiện y-S. 
Như vậy, hệ phương trình có nghiêm duy nhất là (x ; y) = (2; 5). □ 


Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 


J2x-5y = 3 
\3jc + 4> = 8 . 


Ta ấn lần lượt các phím sau : 

MODEl iMODEl 51 @20 O 5 0 3 0 3 S 4 0 8 0 

Khi đó, trên màn hình xuất hiện X = 2.260 869 565. Để tìm giả trị của X dưới dạng phân 

số, ta ấn tìấp hai phím |SHIFT| Ịd/cl , ta được X = Ấn tiếp phím 0, trên màn 

2 3 

' . . _ _ . _ . . __ 7 

hình xuất hiện y = 0.304 347 826. Khi ấn tiếp hai phím |SHIFT| [d/cl , ta được y = 

Như vậy, hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (x ; y) - íII; ~ì và nghiệm gần 

v23 23/ 

đúng với chín chữ số thập phân của hê phương trình đó là 


2,260 869 565 
\y * 0,304 347 826. 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 


5x + 2yỈ3y =7 
-x + 5,43y = ỊfSl 



Ta ấn lẩn lượt cảc phím sau : 

MODEl iMODEl 51 tu 5 H 2 [^] 3 El 7 Ẹ.ío l 0 5,43 0 15 0 

Khi đó, trên màn hình xuất hiện JC = -0.455 722 15. Ấn tiếp phím [3, trẽn màn hình 

xuất hiện y = 2.678 504 208. Như vậy, hệ phương trình có nghiệm duy nhất và nghiệm 
gẩn đúng với chín chữ số thập phan của hệ phương trinh đó là 

X « —0,45572215 

1 >1*2,678504208. n 





Chú ý rằng hệ phương trình trên không có nghiệm hũtf tỉ. Do đó, sau khi có giá tộ 
gần đúng X ~ -0,455 72215 (hoặc y * 2,678 504208), nếu ta ấn tiếp hai phím 
SHIFT| Ịd/cl thì trên màn hình vẫn chỉ có giá trị gần đúng đố mà thôi. 


Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 


4*+3y =8 

-2x-\y = 5. 
2 


Ta ấn lần lượt các phím sau : 

MÕDẼl IMODEI lị] i 4 g 3 g 8 0 [hỊ 2 g [hỊ 3 H 2 050 

Khi đó, trên màn hình xuất hiện Math ERROR. Điểu đó có nghĩa là hệ phương trinh 
vô nghiệm hoặc vô định. □ 


Để xoả Math ERROR, ta ấn phím [Ãc 


2. Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn 

Để giải hệ phương trình 

a^x + b^y +C|Z = d Ị 

■ a^x +b 2 y + c 2 z - (L 

Oị X 4- b 3 y + C 3 Z = I i 3 , 


ta phải vào chương trình tương ứng bằng cách ấn liên tiếp các phím 
MQDEl ImodeI [2 §]. Sau đó, việc nhập từng hệ số ứ), bị, c v d ỉt ơ 2 , b 2 , c v d 2 , a 3 , 
b 3 , c 3 , d 3 cũng giống như đối với hệ phường trình bậc nhất hai ẩn. 

Hãy giải hệ phương trình sau và đối chiếu kết quả thu được với đáp số: 

2jc-5y + 3z = 7 
3x+4y-8z = 9 
-x + 2y -4z = 3. 


Đáp SỐ: (x ; y ; z) = í|; ~; -~ 

o 7 35 ; 


□ : 


Luyện tập 

36, Cho một hệ hai phương trình hai ẩn. Biết rằng phương trình thứ hai trong hê 
vô nghiệm. Hãy chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 

(A) Hệ đã cho nghiệm đúng với mọi giấ trị của các ẩn ; 

(B) Hệ đã cho vô nghiệm ; 

(C) Tập nghiệm của hê đã cho trùng với tập nghiệm của phương trình thứ nhất; 

(D) Cả ba khẳng định trên đều sai. 





37. Tìm nghiệm gần đúng của các hộ phương trình sau (chính xác đến hàng 
phẩn trăm, có thể dùng máy tính bỏ túi) : 

\ỉĩx-y = i 

5x + Jĩy = >/3 ; 


a) 


b) 


4x + < 3/3 - l)y = 1 
(S + \)x + 3y = 5. 


38. Một miếng đất hình chữ nhật có chu vi 2 p (mét). Nếu mở rộng miếng đất 
đó bằng cách tảng một cạnh thêm 3 m và cạnh kia thêm 2 m thì diện tích 

miếng đất táng thêm 246 m 2 . Tính các kích thước của miếng đất đó (biện luận 
theo/?). 


39. Giải và biện luận các hệ phương trình : 

{ X + my = 1 
mx - 3 my = 2m + 3 ; 


b) 


mx + ỵ = 4 — m 
2x + (m - l)y = m. 


40. Với giá trị nào của a thì mỗi hệ phương trình sau có nghiệm ? 

I I\w A I 1 17 ~ I » 1.. _ 


tì 


(ứ + 1)* - y = a + 1 
\x + {a - \)y = 2 ; 


b) 


{ữ + 2)jc + 3y = 3a + 9 
X + (a + 4 )ỵ = 2. 


41. Tìm tất cả các cặp số nguyên (ớ ; b) sao cho hệ phương trình sau vô nghiệm : 

ax + y = 2 
6x + by - 4. 

42. Cho hai đường thẳng {dị) : X + my - 3 và (d 2 ) : mx + 4y = 6 . Vớỉ giá trị nào 
của m thì: 

a) Hai dường thẳng cắt nhau ? 

b) Hai đường thẳng song song với nhau ? 

c) Hai đường thẳng trùng nhau ? 

43. Giải hộ phương trình (có thể dùng máy tính bỏ túi đé kiểm ưa kết quả) 

X - y + z = 7 

<1 X + y - z - 1 
—X±ỵ + Z =3. 

44. Bài toán máy bơm nước 

Một gia đình muốn mua một chiếc máy bơm nước. Có hai loại với cùng lưu 
lượng nước bơm được ưong một giờ; loại thứ nhất giá 1,5 triệu đồng, loại thứ 
hai giá 2 triệu đồng. Tuy nhiên, nếu dùng máy bơm loại thứ nhất thì mồi giờ 
tiền điện phải ưả là 1200 đồng, trong khi dùng máy bơm loại thứ hai thì chỉ 
phải trả 1000 đổng cho mỗi giờ bơm. 



Kí hiộu/Cr) và g(*) lần lượt là số tiền (tính bằng nghìn đồng) phải trả khi sử 
dụng máy bơm loại thứ nhất và loại thứ hai trong X giờ (bao gổm tiền điện và 
tiền mua máy bơm). 

a) Hãy biểu diễn/U') và g(x) dưới dạng các biểu thức của X, 

b) Vẽ đồ thị của hai hàm số y = fix) và y = g(*) trên cùng một mặt phẳng 
toạ độ. 

c) Xác định toạ độ giao điểm của hai đồ thị ấy. Hãy phân tích ý nghĩa kinh tế 
của giao điểm đó. 


J MỘT SỐ VÍ DỤ VỀ 

HẸ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI Ẩn 



Để giải một hệ phương trình bậc hai với hai ẩn, ta cũng thường dùng các 
phương pháp quen thuộc như phương pháp thế, phương pháp cộng đại số và 
phương pháp đặt ẩn phụ. Tất nhiên, việc chọn phương pháp nào phụ thuộc vào 
các phương trình cụ thể. Sau dây là một số ví dụ đơn giản. 


Ví dụ 1« Giải hộ phương trình 

(I) 


x + 2y = 5 

{x 2 +2y 2 -2xỵ = 5. 


Cách giải, Dùng phương pháp thế, tính X theo y từ phương trình thứ nhất rổi 
thế vào phương trình thứ hai, ta được 

'x = 5-2y 


(la) 


10y 2 -30y+ 20 = 0. 



Giải tiếp hệ (la) rồi suy ra nghiệm của hệ (I). 


Ví dụ 2. Giải hê phương trình 



' 2 2 

1 X +xy + y = 4 

xỵ + x + y = 2. 



Cách giải . Ta có nhận xét rằng vế trái của mỗi phương trình trong hệ đã cho là 
một biểu thức đối xứng đối với X và ỵ (nghĩa là : Khi thay thê X bởi y và y bởi X 
thì bỉểu thức không thay đổi). Trong trường hợp này, ta dùng cách dặt ẩn phụ 

s = x + y và p-xy . 

Khi dó, X 2 + xy + y 2 - (x + y) 2 - xy -S 2 -P. 

Do dó, từ hộ (II), ta có hệ phương trình (ẩn là s và p ) 

s 2 -P = 4 

\s + p = 2 . 

k. 

Dễ thấy hệ này có hai nghiệm là ^ và |p _ Q 
Do dó 

(II) o (Ua) 1* + l = “ 3 hoặc (Ub) f" + : v n = 2 

kv = 5 “ (jry =0. 


H2| Giải hai hệ phương trinh (na) và (Ilb) rổi kết luận về nghiệm cửa (II). 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 

(III) ịị-_ 2 *ĩl 

[y-2y = x. 

Câch giải. Ta có nhận xét: Trong hệ (ni), nếu thay thế đồng thời X bởi y và y 
bởi x thì phương trình thứ nhất biến thành phương trình thứ hai và ngược lại, 
phương trình thứ hai biến thành phương trình thứ nhất. 

Đối với hệ phương trình có tính chất dó, ta thường giải bằng cách trừ từng vế 
hai phương trình trong hệ. Cụ thể, đối với hệ (III) ta trĩr từng vế hai phương 
trình trong hệ và dược 

(x 2 -y 2 ) - 2(x-y) = -(x - y) <=> (x- y)(x + y - 1) = 0 


Do dó 


o X- y = 0 hoặc X + y - 1 = 0. 


(IU) <^> (nĩa) 


x-y=0 
X 2 -2x = y 


hoặc 

♦ 


(inb) 


'x + y-ì = 0 

^ ợ 

X -2x = y. 


Ta chì còn phải giải hai hệ (ma) và (Illb) mà ta đã biết cách giải. 

[H3] Giải các hệ phương trinh (nia) và (Illb) rồi suy ra nghiệm của hệ (m). 



CHÚ Ý 

1) Các hệ phương trình có tính chất như trong hai ví dụ 2 và 3 dược 
gọi chung là hệ phương trình đối xứng (đối với hai ẩn). 

2) Nếu một hệ phương trình đối xứng cô nghiệm là ( a ; b ) thì nó 
cũng có nghiêm là ( b ; a). Nhận xét này rất hữu ích khi găp các bài 
toán về hệ phương trình đối xứng. 


H4| Cho hệ phương trình < 2x + y Biết rằng hệ đã cho có bốn nghiệm và hai 

2 ý 2 +x = 5ỵ. 

, . .. . Í3 + VĨ3 3 -V 3 I —, __r.L* 


trong bốn nghiệm đó lả (2; 2) và 3 + ; 3 

V 2 2 y 

cẩn biến đổi hệ phương trình. Hay nèu rõ cách tìm 


. Tìm các nghiệm còn lại mà khõng 


Câu hỏi và bài lập 

45. Giải các hệ phương trình : 

.\f x ~ y = 2 í* 2 -5j0M-;y 2 =7 

a) ị b M 

X 2 -Hy 2 =164; [2jt + y = l. 

46. Giải các hệ phương trình : 

a) p + A*+y = 8 b) p+/-* + ỵ = 2 ò)\ x ]~[ x = 2y - 

xy+x + y-5\ [xy+x-y = -l; [y 2 -3y=2x. 

47. Tim quan hệ giữa 5 và p để hệ phương trình sau có nghiệm : 

x + y = s 

\xy=p- 

(5 và p là hai số cho trước). 

48. Giải các hệ phương trình : 

V + v 2 = 208 \x 2 -y 2 =55 

a) < J b) < 

xy = 9 6; [xy = 24. 

49. Tìm hàna số bậc hai ỵ =jịx) thoả mãn đồng thòi các điều kiện sau : 

1) Parabol y =/(*) cắt trục tung tại điểm (0 ; —4). 

2) f(2) = 6. 

3) Phương trình /(*) - 0 có hai nghiệm và hiệu giữa nghiệm lớn và nghiệm nhò 
bằng 5. 



Câu hối và bài tập ốn tập chuung III 

50. Phương trình dạng ax + b = 0 có thể có nghiệm trong các trường họp nào ? 

51. Giả sử ba phương trình J[x)g(x) = 0, J(x) = 0 và g(x) = 0 (với cùng tập xác 

dịnh) có các tập nghiệm lần lượt là s, Sị và s 2 . Hãy chọn kết luận đúng trong 
hai kết luận sau : 

a)S«SjnSi; b)5 = 5!w5 2 . 

52. Hệ phương trình dạng < <2 * + y : ~ c (a + b 1 * 0 và a' 1 + b ã * 0) có thể có 

a x-ib y = c 

nghiệm trong các trường hợp nào ? 

ị _ 2 

Áp dụng. Tim a dể hệ phương trình « y~ a có nghiệm. 

X + ay - 1 

53. Biết rằng phương trình bậc hai ax 2 + bx + c = 0 có một nghiệm kép Xq. Hãy 
chọn mệnh đề đúng trong các mênh dề sau : 

(A) Tam thức bậc hai Jịx) = ax 2 + bx + c luôn có thể viết dưới dạng bình 
phương của một nhị thức bậc nhất; 

(B) Parabol y = áx + bx + c luôn có đỉnh thuộc trục hoành ; 

2 1 

(C) Phương trình cx + bx + a - 0 luôn có một nghiệm kép là —— 

x 0 

54. Giải và biện luận phương trình m(mx - 1) = X + 1. 

Si. Cho phương trình p(x + 1) — 2x = p 2 + p - 4. Tim các giá trị của p đổ : 

a) Phương ưình đó nhận 1 là nghiệm; 

b) Phương trình đó có pghiệm ; 

c) Phương trình dó vô nghiêm. 

56. Ba cạnh của một tam giác vuỏng có độ dài là ba số tự nhiên liên tiếp. Tìm ba 
số đo. 

Í7. Cho phương trình (m - 1 )x 2 + 2x - 1 = 0. 

a) Giải và biện luận phương trình dã cho. 

b) Tim các giá trị của m sao cho phương trình đó có hai nghiệm trái dấu. 

c) Tim các giá trị của m sao cho tổng các binh phương hai nghiệm cùa phương 
trình đó bằng 1. 



58* Với giá trị nào của a thì hai phương trình sau có nghiệm chung ? 

^+^-j-ớ = 0vàjt+ax+l=0. 


a) 


b) 


2(x+yỹ-xy = \ 


59. Cho các phương trình : 

X + 3x - m + L= 0, (1) ' 2x 2 - X + 1 - 2p — 0. 

a) Biện luận số nghiệm của mỗi phương trình đã cho bằng đó thị. 

b) Kiểm tra lại kết quả trên bằng phép tính. 

60. Giải các hệ phương trình : 

X 2 +ỵ 2 +xy -1 
X 2 +y 2 ~xy-3 ; 

61. Giải và biện luận các hộ phương trình : 

mx+3y = m-1 
2x + (m-l)y = 3; 

62. Giải và biện luận các hệ phượng trình : 

x+y = 4 
xy - m ; 


x 2 ý+xy 2 = 0. 

5 x + (a- 2) V = a 
[(ứ + 3)x+ (à + 3) V = 2 a, 

3x -2y = ì 


a) 


b) 


a) 


b) 


2 . 2 
[X +y = m. 


( 2 ) 


63. Tìm ÚT, b và c để parabol y = ỚLV 2 + bx + c có đỉnh là điểm /(1 ; -4) và đi qua 
điểm M(2 ; -3). Hãy vẽ parabol nhận được. 


64. Cho tam giác ABC có BC = a, CA ~ b vk AB = c. Lấy một điểm M ở giữa B 
và c. Qua M, ta kẻ các đường thẳng ME và MF lần lượt song song vớí các 
cạnh AC \ầAB(E € AB f F e ^o. Hỏi phải lấy điểm M cách B bao nhiêu để 
ME + = / (Mà độ dài cho trước) ? Biện luận theo a, b và c. 



Chươn 


ÙL 


tì-tiT ũứnG THỨC VH 
RflT HHƯữnG T-RÌrm 



Bấỉ đẳng thức và bất phuong trình là nhũng khái niệm mà 
chủng ta đã làm quen ỏ lớp dưới. Chương này sẽ hoàn thiện 
hon các khái niệm đó T đổng thời cung cấp cho chúng ta nhũng 
kiến thức mới nhu vấn đề xét dấu của nhị thúc bậc nhất và dấu 
của tam thúc bậc hai. Chúng có nhiều úng dụng quan trọng trong 
việc gỉài và biện luận các phuong trinh và bất phương trình. 
Chúng ta cẩn nắm vững các kiến thức đó, đồng thời rèn luyện 
kì năng áp dụng chúng đế gỉài các bài toán trong khuôn khổ 
của chuơng trình. 






> BẤT ĐẢNG THỨG 
§ Ị V Ả CHỨNG MINH BẤT đẲnG thức 


1. Ôn tập và bổ sung tính chất của bất dẳng thức 

Giả sử a và7? là hai số thực. Các mệnh dề 11 a > b"y "a < b"y "a > b\ n a < b" 
được gọi là những bết đẳng thức. 

Cũng như các mệnh đề lôgic khác, một bất đẳng thức có thể đúng hoặc sai. 
Chứng minh một bất đẳng thức là chứng minh bất đẳng thức đó đúng, 

Dưới đây là một số tính chất đã biết của bất đẳng thức. 

a>b\ầb>c=$a>c 
a>b <=> a + c > b + c 
Nếu c > 0 thì a > b o ac > bc. 

Nếu c < 0 thì a > b <=> ac < bc. 

\ 

" Từ đó ta cố các hệ quả sau : 

a>bvàc>d^>a + c>b + d; 

a + c>b <^>a> b -c ; 

a> b> 0 và c>d>0 => ac > bd ; 

a > b > 0 và n G N* => a n > b n ; 

a> b>0 <=> yfã > \lb ; 
a > b <=> ĩfã > ĩfb. 

Ví dụ 1. Không dùng bảng số hoặc máy tính, hãy so sánh hai số 72 + 73 và 3. 

Giải. Giả sử 72 + 73 < 3. Do hai vế của bất đẳng thức đó đều dương nên 
72 + 73 < 3 <=> (Tỉ + 73 ) 2 < 9 <=> 5+ 276 <9 

<-> 276 < 4 <-> Tó <2 o 6 < 4, vô lí. 

Vậy 72 + 73 > 3. p 



Nếu A, 8 là những biêu thức chứa biến thì "A > B " là một mệnh đề chứa biến. 
Chứng minh bất đẳng thức A > B (với điều kiện nào đó của các biến), nghĩa là 
chứng minh mệnh đề chứa biến A > B đúng với tất cả các giá trị của các biên 
(thoả mãn điều kiện đó). 

Từ nay, ta quy ước : Khi nói ta có bất đẳng thức A > B (trong đó A và B là 
những biểu thức chứa biến) mà không nêu điểu kiện đối với các biến thì ta 

hiểu rầng bất đẳng thức đó xảy ra với mọi giá trị của biêh thuộc R. 

Ví dụ 2. Chứng minh ràng X 2 > 2(x -1). 

Giải. X 2 > 2(x~\) o X 2 > 2x-2 o X 2 -2x + 2 > 0 

o X 2 -2* +1 +1 > 0 o Qt-l) 2 +1>0. 

Hiển nhiẽn (x - l) 2 + 1 > 0 với mọi X nên ta có bất đẳng thức cần chứng minh. □ 

Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu a, b , c là độ dài ba cạnh của một tam giác thì 

{b + c - a){c + a- b)(a + b- c) < abc . 

Giải. Ta có các bất đẳng thức hiển nhiên sau : 

a 2 >a 2 -(b-c) 2 = (a-b + c)(a + b-c) 
b 2 > b 2 - (c - a) 2 = (b - c + a)(b + c -a) 

c 2 > 2 - {a -by = (c - a + b)(c + a-b). 

♦ 

Do a, b, c ỉà độ dài ba cạnh của một tam giác nèn tất cả các vế cùa các bất 
dẳng thức trên đều dương. Nhân các vế tương ứng của ba bất đẳng thức trên, 
ta được 

a 2 b 2 c 2 > (b + c- a) 2 (c + a- b) 2 (a + b - c) 2 . 

Lấy cân bậc hai của hai vế, ta được bất đẳng thức cần chứng minh. □ 

2. Bất đảng thức về giá trị tuyệt đối 

Từ định nghĩa giá trị tuyệt đối, ta suy ra các tính chất sau đây. 

-|ữ| < a < |ữ| với mọi ứẽl, 

|x| < a o -a < X < a (với a > 0). 

\x I > a o X < -a hoặc X > a (với a > 0). 




Sau đây là hai bất đẳng thức quan trọng khác về giá trị tuyột đối (viết dưới 
dạng bất đẳng thức kép). 

|al - \b\ < \a + b\ < |ứ| + ịb\ (với mọi a, b e 1R). 

Ta chứng minh bất đẳng thức a + b < I đ I + 161. Thật vậy 
I a + b < \a\ + l&l <=> (ơ + b) 2 < a + l\ab\ +b 2 

o Q + 2 ab + b 2 < a + 2 \ab\ + b 2 <=> ab < \ab\. 
Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng nên ta có bất đẳng thức cần chứng minh. 

HI Sử dụng bất dẳng thức vừa chứng minh và dẳng thức I a I = I a + b + (~b) I để 
chứng minh bất đẳng thức I a\-\b\<\a+bl 

3. Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân (1) 

a) Đôi với hai sô không ám 

Q + b 

Ta đã biết —— là trung bình cộng của hai số a và b. Khi avàb không âm 
thì 4ãb gọi là trung bình nhân của chúng. Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH Lí 



Nói cách khác, trung bỉnh cộng'của hai số không ám lớn hơn hoặc bằng trung 
bỉnh nhân của chúng. Trung bình cộng của hai số không âm bằng trung bình 
nhân của chúng khi và chỉ khi hai số đó bầng nhau. 

(1) Người ta còn gọì là bất đáng thức Cô-si (Augustin-Louis Cauchy, 1789 - 1857). 





Chứng minh , Với a > 0, h > 0, ta có 

— - 4ãb ~ -ị (a + b - 2yfãb) - ]- (Vã - 4b) 2 > 0. 

Do đó 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (Vớ - Vè ) 2 = 0, tức là a - b. □ 



Trong hình 4.1, cho AH = a, BH - b. Hãy tinh 


các đoạn OD và HC theo a và b. Từ đó suy ra bất 
đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân 
cùa ũ và b. 


Ví dụ 4. Chứng minh rằng nếu a, b ỳ c là ba số 
dương bất kì thì. 

a + b . b+c . c+a ^ , 

—— + —— + —7— > 6. 

c a b 


Giải Ta có 



Hình 4. ỉ 


a + b b + c c+a a b b c c a 

—— + —— + —7- ==- + - + —+ —+, + , 

c a b c c a a b b 



( a 

b^ 


(b 



( c 

a\ 



+ 

—h — 

1 + 

- + - 



a) 



b) 



cj 


>2 




+ 2J-.- =6. 
a c 


□ 


HỆ QUẢ 

Nếu hai số dương thay đồi nhưng có tổng không đổi thi tích của 
chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau . 

Nếu hai số dương thay đổi nhưng có tích không đổi thỉ tổng của 
chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số đố bằng nhau . 


Chứng minh. Giả sử hai số dương X và y có tổng X 4 y-S không dổi. Khi đó, 
s X V s 2 

x + y > y[xỹ nên xy < Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y. 

2 2 4 

s 2 

Do đó, tích xỵ đạt giá trị lớn nhất bằng -Ị- khi và chỉ khi X = ý. 



Giả sử hai số dương X và y có tích xy-p không đổi. Khi đó 

* — > Jxỵ - nên x + y> 2y[Ỹ. 

2 

Đẳng thức xảy ra khí và chỉ khi X = y. Do đó, tổng X 4 - y đạt giá trị nhỏ nhất 
bằng 2 \ÍỸ khi và chỉ khi X = y. □ 


ÚNG DỤNG 

Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng chu vì, hỉnh vuông có diện 
tích lớn nhất. 

Trong tất cả các hình ,chữ nhật có cùng diện tích , hình vuông có 
chu vỉ nhỏ nhất. 

_ . 3 

Ví dụ 5. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm s ốflx) = x+ — với X > 0. 

X 

Giải. Do X > 0 nên ta có f(x) =*+-“> 2 Jx.— = 2 V 3 và 

x V X 

f(x) - 2 V 3 <=> X-— <=> X - \Ỉ3. 

X 

Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm s ốf{x) =x+ — VỚÍJC>0 Là/(V3) = 2\ỉĩ. 

X 


b) Đối với ba số không âm 

Ta đã biết a + b + c ỉằ trun g C ộ n g của ba số a, b , c. Ta gọi ĩỊabc là 

trung bình nhân của ba số đó. Người ta cũng chúng minh được kết quả tương 
tự định lí trên cho trường hợp ba số không âm. 

Với mọi a > 0, b > 0, c > 0, ta có 
3 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 


Nói cách khác, trung bình cộng của ba số không âm lớn hơn hoặc bằng trung 
bình nhân của chúng. Trung bình cộng của ba số không âm bằng trung bình 
nhàn của chúng khỉ và chỉ khi ba số đó bằng nhau. 




Ví dụ 6 . Chứng minh rằng nếu ớ, b , c là ba số dương thì 


1 , 1 . 1 
—+ —+ - 


V 


a b c 


>9. 


(a + b + c) 

Khi nào xảy ra đẳng thức ? 

Giải . VI a,b,c là ba số dương nên 

a + b + c >3 ậưốc (đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b - c ) và 


1 1 1 


1 


{ 


- + ỹ + ->33 
a b c V ứ&c ^ 


Do đó (a 4- b + c) 


đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi — = Ặ = - 

ơ b c) 


1 1 1 

— + -7 + — 

a b c 


> 3 n/Õ6c .3. 


1 




abc 


= 9. 


Đẳng thức xấy ra khi và chỉ khi 


a~b~c 
M b c 


Vậy đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ứ = ồ = c. 


□ 


H3| Phát biểu kết quả tương tự hệ quả ỏ phắn a) cho trường hợp ba số dương. 


Câu hỏi và bài tập 

1. Chứng minh rằng, nếu <2 > b và ab > 0 thì — < -Ị- 

a b 

2. Chứng minh rằng nửa chu vi của một tam giác lớn hơn độ dài mỗi cạnh của tam 
giác đó. 

3. Chứng minh rằng a 2 + b 2 + c 2 > ab + bc + ca với mọi số thực ứ, b , c. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b - c. 

4. Hãy so sánh các kết quả sau đây : 

a) >/2000 + V2005 và V2002 4 - V2003 (không dùng bảng số hoặc máy tính); 


b) >/<2 + 2 + yja + 4 và yịã + \la + 6 (ứ > 0). 
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5. Chứng minh rằng, nếu ứ>0vàủ>0thì— 

a b a + b 

6. Chứng minh rằng, nếu a > 0 và b > 0 thì a 3 + b 3 > ab{a + b)> Đẳng thức 
xảy ra khi nào ? 

7. a) Chứng minh ràng a 1 + ab + b 2 > 0 với mọi số thực a, b. 

b) Chứng minh rằng với hai số thực a> b tuỳ ý, ta có ứ 4 + b ậ > a 3 b + ab 3 

8. Chứng minh rằng, nếu ứ, b , c là độ dài các cạnh của một tam giác thì 

a 2 + b 2 + c 2 < 2(ữờ + ốc + Cớ). 

9. Chứng minh rằng, nếu a > 0 và b > 0 thì 

a + b a 2 + b 2 ^ a 3 + b 3 
2 2 2 

10. a) Chứng minh rằng, nếu X > ỵ > ò thì — > - 

1 + X 1 + y 

b) Chúng minh rằng đối vớí hai số tuỳ ý a , 6 , ta có ^ ^ ■ < ———+ ■ . 

1 + |ứ-£| ĩ + \a\ 1 + \b\ 


11. Chứng minh rằng : 

a) Nếu ớ, b là hai số cùng dấu thì ^ -f — > 2 ; 

b a 

b) Nếu a y b là hai số trái dấu thì — < -2. 

b a 

12. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhò nhất của hàm số /(jc) = (jc + 3)(5-x) với 
-3 < X <5. 

w 2 

13. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) — x + — — với X > 1 . 

x-\ 



Bài đọc thêm 


BẤT ĐẲNG THỨC BU-NHI-A'CỐP-XKI (1Ỉ 

1. Bất đẳng thức Bu-nhha-cốp-xki đốl với hai cặp số thực 

Với hai cặp số thực (a P b) và (x,y) ta có 

(ax + by ) 2 < (đ 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ). 

Đảng thức xảy ra khi và chỉ khi ay = bx. 

ChứtiQ minh. 

Dễ dàng chứng minh đẳng thức sau : 

(ax + by) 2 + (ứv — bx ) 2 = ( a 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ). 

Mặt khác, do ( ay - bxỷ > 0 nên 

c ax + by) 2 + (ơy — bx) 2 > (ax + bỵ) 2 . 

Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng mình. 

Đẳng thức xảy ra khi và ch? khi ay - bx - 0 , tức !à ay - bx. 

Chú ỉ. Khi xy í 0, điểu kiện ay - bx còn được viết dưới dạng - - — 

X y 

2. Bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp^xki đối với hai bộ ba số thực 

Cố thể chứng minh kết quả sau : 

Với hai bộ ba số thực (a |, a 2 , ai) r ( by, b 2 , b 3), ta có 

(ứj b] + a 2 b 2 + ứ$b-ị) 2 < (ớ, 2 + dị + áị )(bf + bị + bị ). 

Nếu bị b 2 b 3 t0 thì đảng thức xảy ra khi và chỉ khi y- = —- = 

b) Ờ2 b} 

Ví dụ. Chứhg minh rằng nếu ơ 2 + 2b 2 + 9c 2 = 3 thì <2 + 26 + 9c < 6. 

Grâ/. Ta có (ứ+ 2b + 9c) 2 = (ớ.l + V2 6. V2 + 3 c. 3) 2 < 

< [ơ 2 + (V 2 ử) 2 + (3c) 2 ] ft 2 + (Vĩ) 2 + 3 2 ] = 12 (ứ 2 + lb 2 + 9c 2 ) = 36. 

Vì vậy a + 26 + 9 c < 6. □ 


(1) Viktor Yakovlevlch Bunyakovsky (1804 - 1889), nhà toán học Nga. 



Luyện tập 


14. Chứng minh rằng nêu ứ, b, c là ba số dương thì 


a 


tí 4 c 4 


=- + — + —>3 abc. 
b c a 


15, Một khách hàng đến một cửa hàng bán hoa quả mua 2 kg cam đã yêu cầu 
cân hai lần. Lần đầu, người bán hàng đặt quả cân 1 kg lên đĩa cân bên phải 
và đặt cam lẻn đĩa cân bên trái cho đến khi cân thăng bằng và lần sau, đặt 
quả cân 1 kg lên đĩa cân bên trái và đặt cam lên đĩa cần bên phải cho đến khi 
cân thăng bàng. Nếu cái cân đĩa đó khống chính xác (do hai cánh tay đòn 
dài, ngắn khác nhau) nhưng quả cân là đúng 1 kg thì khách hàng có mua 
được đúng 2 kg cam hay không ? Vì sao ? 


16. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương «, ta có ; 

1 


, 1 11 
a) ——— + + + ... + - 

1.2 2.3 3.4 «(« + !) 


< 1 ; 


Hướỉĩg dẫn. Viết -Ị- = 1 - — ; -í- - i ,... 

1.2 2 2.3 2 3 

.. 111 . 1 „ 

I 2 2 2 3 2 n 2 

17. Tưn giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

A - yỊX — 1 + \/4 - X. 

18. Chứng minh rằng với mọi số thực a, b và c, ta có 

(ứ + ò + c ) 2 < 3(ứ 2 + b 2 + c 2 ). 


19. Chứng minh rằng nếu a, b, c, ưià bốn số không âm thì 


/ 


a+b+c+d V 


V 


> abcd. 


20. Chứng minh rằng : 

a) Nếu X 2 + y 2 = 1 thì I x + y I < \Í2 ; b) Nếụ 4x - 3ỵ = 15 thì X 2 + y 2 > 9. 



ĐAI CƯƠNG VỂ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 



I. Khái niệm bất phương trình một ẩn 

ĐỊNH NGHĨA 

Cho hai hàm sốy = f(x) và y = g(x) có tập xác định lẩn ỉ 1(0 là 3)f 
Đấ/2) = 2) / n2) r 

Mệnh đề chứa biến có một trong các dạng f(x) < g(x), 
f(x) > g(x), f(x) < g(x), f(x) > g(x) được gọi là bất phương 
trình một ẩn ; X gọi là ẩn sô ị hay ẩn) và 3) gọi là tập xác định 
của bất phương trình đố. 

Sô' Xq e 2) gọi là một nghiệm của bất phương trình f(x) < g(x) 
nếu f(x 0 ) < g(x 0 ) là mệnh đề đúng. 

Khái niệm "nghiệm" cũng được định nghĩa tương tự cho các bất phương trình dạng 

f(x) > g(x), f(x) < g{x) và f(x) > g(x). 

Giải một bết phương trình là tìm tất cả các nghiệm (hay tìm tập nghiệm ) của 
bất phương trình đó. 

CHÚ Ý 

Trong thực hành, ta khổng cần viết rõ tập xác định 2) của bất 
phương trình mà chỉ cần nêu điều kiện để X € 2). Điểu kiện đó gọi 
là điều kiện xác định của bất phương trình , gọi tất là điều kiện của 
bất phương trình, 

ỊRĨỊ Biểu diễn tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau bởi các kí hiệu khoảng 
hoặc đoạn: 
a) - 0,5-v > 2 ; 


b) UI < 1. 



Dưới đây, chúng ta chi nói tới bất phương trình dạng^) < g(x ). Đối với các bất 
phương trình dạn gflx) > g(x), fix) < g(x) và f(x) > g(x), ta cũng có các kết quả 
tương tự. 


2. Bất phưomg trình tương đương 

ĐỊNH NGHĨA 

Hai bất phương trình (cùng ẩn) được gọi là tương đương nếu 
chúng có cùng tập nghiệm . 

Nếufị(x) < £[(*) tương đượng vớỉf 2 (x) < thì ta viết 
/ìto <8i(x) <=> fi( x ) < &(*)■ 


H2 Các khẳng định sau đây đúng hay sai ? Vì sao ? 


a) x+ yjx-2 > yỉx-2 <=> X > 0 ; 

b) (V^ĩ) 2 <1 ox-l<L 


CHÚ Ý 

Khí muốn nhấn mạnh hai bất phương trình có cùng tập xác định 3) 
(hay có cùng điều kiện xác dinh mà ta cũng kí hiệu là 3)) và tương 
dương với nhau, ta nói: 

- Hai bất phương trình tương đương trên 3), hòặc 

- Với điều kiện 3), hai bất phương trình là tương đương với nhau. 

Ví dụ 1. Với điều kiện X > 2, ta có —i-— > 1 <=> 1 > X - 2 . □ 

X - 2 

3. Biến đổi tương đương các bất phương trình 

Cũng như với phương trình, ở đây chúng ta quan tâm đến các phép biến đổi 
không làm thay đổi tâp nghiệm của bất phương trình. Ta gọi chúng là các phép 
biến đổi tương đương . Phép biến đổi tương đương biến một bất phương Ưình 
thành một bất phương trình tương đương với nó. Chẳng hạn, việc thực hiện các 
phép biến đổi đổng nhất ở mõi vế của một bât phương trình và giữ nguyên tập 
xác định của nó ià một phép biến đổi tương đương. 



Dưới đây là định lí về một số phép biến đổì tương đương thường dùng. Các hàm 

số nói trong dinh lí này đểu được cho bời biểu thức. 

% . 

ĐỊNH LÍ 

Cho bất phương trình f{x) < g(jc) có tập xác định 3), y = h(x) 
là một hàm sô'xắc định trên 3). 

Khỉ đó, trên 3), bất phương trình f{x) < g(x) tương đương với 
mối bất phương trình : 

1 )/W + h(x) < g(x) -f h(x ); 

2 ) f(x)h(x) < g(x)h(x) nếu h(x) > D với mọi X ể3); 

3) f(x)h(x) > g(x)h(x) nếu h(x) < 0 với mọì X e 3). 

Chứng minh. Sau đây, ta chỉ chứng minh kết luận 3). Các kết luận khác cũng 
được chứng minh tương tự. 

Nếu Xq thuộc 3) thì /(Xộ), g(x 0 ) và h(x 0 ) là các giá trị xác dinh bằng số, 
hơn nữa, vì h{x) luôn âm nên h(x ữ ) < 0. Do đó, áp dụng tính chất của bất 
đẳng thức số, ta có 

/t*o)<g(*iũ) *=> /(*b)*c*ò)> g(x 0 )h(x 0 ). 

Từ đó suy ra rằng hai bất phương trình có cùng tập nghiêm, nghía là chúng 
tương đương với nhau. □ 

Ví dụ 2 

a) Bất phương trình yfx>-2 tương đương với bất phương trình 

yfx - \fx > -2 - yfx. 

b) Bất phướng trình x>-2 khồng tương đương với bất phương trình 

x-yfx >-2-yfx. □ 

H3 Chứng minh các khẳng định trong ví dụ 2. 

Hẫ Cốc khẳng định sau đây đúng hay sai ? V? sao ? 
a)x + — <1 + — <=>*<!; b) ỈẴỈCL ) <2 ox<2. 




HỆ QUÁ 

Cho bất phương trình /O) < g(x) có tập xác định 3). 

1) Quy tắc nâng lên ỉuỹ thừa bậc ba 

ftx) < g(x) <=> ỊJ{x)Ý < [g(x)ỷ. 

2) Quy tắc nâng ỉên ỉuỹ thừa bậc hai 

Nếufix) và g(x) không âm với mọi X thuộc ữ) thỉ 
f(x) < g{x) o ự(x)] 2 < [g(x)f. 

Tương-.tự, ta cũng có quy tắc nâng lên luỹ thừa bậc lẻ và nâng lên luỹ thừa bậc chẩn. 

H5 Giải bất phương trình sau đây (bằng cách bình phương hai vế), giải thích rõ các 
phép biến đổi tương đương đả thực hiện : 

IX + 11 < [ X |. 

Câu hỏi vằ bài tập 

21. Một bạn lập luận như sau : Do hai vế của bát phương trình Vx -1 < IX 
luồn không âm nên bình phương hai vế, ta được bất phương trình tương đương 

X-ĩ <J?. Theo em, lâp luân trên có đúng khồng ? VI sao ? 

22. Tìm điều kiện xác định rồi suy ra tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau : 

a) \íx > J-x ; b) yịx - 3 < 1 + y[x - 3 ; 

c) X H-—— > 2 H-—— ; d) — =— < ■ 

X - 3 X - 3 y/x-2 \Ix -2 

23. Trong hai bất phương trìbnh sau đây, bất phương trình nào tương đương với bất 
phương trình 2x- 1 > 0 : 

11 ^ 1 1 

2x - 1 + ——— > ——— và 2x - 1-—— >--—. 

JC - 3 X - 3 x + 3 X + 3 

24. Trong bốn cập bất phương trình sau đây, hãy chọn ra các cặp bất phương trình 
tương đương (nếu có) : 

a) X - 2 > 0 và x 2 (x - 2) < 0 ; b) X -■ 2 < 0 và Jt 2 (Jt “ 2) > 0 ; 

c) X - 2 < 0 và x 2 (x - 2) < 0; d) X - 2 > 0 và x 2 (x - 2) > 0. 



BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ BẤT phương 

^ * 


t ^ầ BẨT PHƯƠNG TRINH VÁ HI 
§ TRÌNH BẬC NHẤT MỘT ẨN 


Trước đây, chúng ta đã làm quen với hất phươìĩg trình bậc nhất một ẩn. Đó là 
bất phương trình có một trong các dạng ax + b < 0, ax + b < 0 , ax + b > 0 , 
ax + b > 0, trong đó a và b là hai số cho trưóc với a ^ 0, X là ẩn. 

HI Cho bất phương trình mx < m(m + t). 

a) Giải bất phương trình vỡi m-2. 

b) Giải bất phương trình vôi m - -4Ĩ. 

Như vậy, nếu a và b là những biểu thức chứa tham sô thì tập nghiêm của bất 
phương trình phụ thuộc vào tham số đó. Việc tìm tập nghiêm của một bất 
phương trình tuỳ theo các giá trị của tham số gọi là giải và biện luận bất 
phương trình đó. 

Dưới đây, chúng ta chủ yếu nói về cách giải và biện luận bất phương trình 
dạng ax + b < 0. Đối với các bất phương trình dạng còn lại, cách giải cững 
tương lự. 

1. Giải và biện luận bất phương trình dạng ax + b < 0 

Kết quả giải và biện luận bất phương trình 

ax + b<0 ( 1 ) 

được nêu trong bảng sau đây. 


1) Nếu a > 0 thì (1) <=> X < Vậy tập nghiệm cùa (1) là s = 

a 

í M 
-«;-- . 
a) 

2) Nếu a < 0 thì (1) <=>*>--. Vậy tập nghiệm cùa (1) là s = 

a 

í b \ 

--;+oo . 

K a J 

3) Nếu a = 0 thì (1) <4> 0,Y < -b. Do đó : ■ 


- Bất phương trình (1) vô nghiệm (s = 0) nếu b > 0 ; 


- Bất phương trình (1) nghiệm đúng với mọi X (s - R) nếu b < 

0. 



CHÚ Ý 

Việc biểu diễn các tập nghiệm trên trục số sẽ rất có ích sau này. 

Chẳng hạn, phần không bị gạch ở trên hình 4.2 biểu diễn tập 
nghiêm của (1) với a > 0. 



Hình 4.2 

Ví dụ 1. Giải và biện luận bất phương trình 

mx +1 > X + m . (2) 

Giải. Bất phương trình (2) tương đương với 

(m - l)jf> m 1 - l. (3) 

Ta có 

np'— 1 

1) Nếu m > 1 thì m — 1 > 0 nên (3) o X > ——o X > m 4- 1. 

m -1 

—1 

2) Nếu /77<lthìm-l <0 nên (3) o X < -— o X < m + 1. 

ìĩì — 1 

3) Nếu m - 1 thì bất phương trình trở thành (k > 0 nên nó vô nghiệm. 

‘ Kết luận : “ Nếu m > 1 thì tập nghiệm của (2) là s = (m + 1 ; +oo). 

- Nếu m < 1 thì tập nghiệm của (2) là 5 - (-O 0 ; m + 1). 

- Nếu m - 1 thì tập nghiệm của (2) là s - 0. □ 

H2 Từ kết quả trên , hãy suy ra tập nghiệm của bất phương trình 

2 

ìĩÌX + I > X + m . 

Ví dụ 2. Giải và biện luận bất phương trình 

2 mx > X + Am - 3. (4) 

Giải. Bất phương trình (4) tương đương với 

(2 m - l)Jt > Am - 3. 


(5) 



1) Nếu m > 4 thì 2m - 1 > 0 nên (5) o X > 4—- 7 - 

2 2m-\ 

2) Nếu m < 4 thì 2m - 1 < 0 nên (5) <=> * < 4“—T* 

. 2 2m -1 

3) Nếu m - 4 thì (5) trở thành Ox > -1, bởi vậy nó nghiệm đúng với mọi X. 


Kết luận : - Nếu m > i thì tập nghiệm của (4) là s = 

2 1 

1 . > .. 

- Nếu m < thì tập nghiệm của (4) là 5 = 
2 


- 3 ^ 

——-: +00 


2 m-\ 


) 




—co ; 


4ffl-3 
2w -1 


- Nếu m = 4 thì tập nghiệm của (4) là 5 = R. 
2 


□ 


2. Giải hệ bất phương trình bậc nhất một ẩn 

Tương tự như hệ phương trình, tập nghiệm cùa một hệ bất phương trình là 
giao của tất cả các tập nghiệm của các bất phương trình trong hệ. 

Do đó, 

Muốn giải hệ bất phương trình một ẩn, ta giải từng bất phương 
trình của hệ rỏi ỉấy giao của cấc tập nghiệm thu được. 


Ví dụ 3. Giải hệ bất phương trình 

3a' - 5 < 0 
(I) < 2x + 3 > 0 

X + 1 > 0. 

Giải. Giải lần lượt từng bất phương trình của hệ, ta được 


Tập nghiộm của (6) là Sị = 


—GO : 


—; +00 
2 


Tập nghiệm của (7) là = 

Tập nghiệm của (8) là Sj = (-1 ; + 00 ) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 



Vậy tập nghiêm của hệ bất phương trình đã cho là 

- * * ( . 5 

5 = 5j r\S 2 <^ s 3 = -1; -ị 




Ta cũng có thể trình bày lời giải ví dụ 3 như sau : 

' 5 


(I) <=> 


*<-- 

3 

_ 3 - • 5 

x>-^ <-> -l <x < 

2 3 

x>-\ 


Tập nghiệm của hệ bất phương trình đã cho là 

sXl;í 


□ 


Q 


CHÚ Ý 

Để dê xác định tập nghiệm 5, ta biểu diễn các tập nghiệm trên trục 
số bằng cách gạch đi các điểm (phần) không thuộc tập nghiệm của 
từng bất phương trình trong hệ, phần còn lại sẽ biểu diễn tập 
nghiêm cần tìm (h.4.3). 


__3 ± 

2 3 

Hình 43 



Tim cắc giá trị cửa X để đổng thời xảy ra hai đẳng thức : 


I 3jc + 2 I = 3jc + 2 và I 2x - 5 I = 5 - 2*. 
Hướng dẫn: |A| = i4<=>A>0và|£| = -B<=>5<0. 


Ví dụ 4. Với giá trị nào của m thì hệ bất phương trình sau có nghiệm ? 

X + m < 0 (9) 

-X + 3 < 0. (10) 

Giải . Ta có (9) <=> X < -m. Tập nghiệm của (9) là (-00 ; -m]. 

(10) <=>Jt> 3. Tập nghiệm của (10) là (3 ; + 00 ). 

Vậy tập nghiệm của hệ là 5 = (-00 ; -m] n‘(3 ; +co). Hệ có nghiệm khi và 
chỉ khi 5 * 0, tức là 3 < ~m hay m < -3. □ 



+ * ; 


Câu hồi và bài tập 

25. Giải các bất phương trình : 

a) ~* + l>*+3; b) 3 * + - - 1 < — 2 

3 2 3 

c) (1 - 4ỉ)x < 3 - 2 V 2 ; d) (x + Vã) 2 > (* - V3) 2 + 2. 

26. Giải và biện luận các bất phương trình : 

a.)m(x-m)<x- 1 ; b) Mac + 6 > 2r+ ; 

c)(*+ l)k + x<3x + 4; á)(a+l)x + a + 3>4x + 1. 


27, Giải các hệ bất phương trình : 
5 jc - 2 > 4x + 5 


a) 


5x - 4 < X + 2 ; 



[2* + 1 > 3* + 4 
5* + 3 > 8* - 9. 


Luyện tập 


28. Giải và biện luận các bất phương trình : 
a) m(x ~m)> 2(4 - x ); 

c) k(x- l) + 4*>5 ; 

29. Giải các hệ bất phương trình : 

' 5 * + 2 

> 4- X 


b) 3 x + m 2 > m(x + 3); 
d) b(x- 1) £2 -JC. 


a) 


c) 


3 

6 - 5x 

13 

Ị 4x - 5 
1 

3x + 8 


b) 


< 3x +.1; 

< x + 3 

> 2x - 5 ; 


d) 


1(1 - x) 2 > 5 + 3x + x 2 
(x + 2) 3 < * 3 + 6 x 2 - Ix - 5 ; 

X - \ <2x -3 

3x < X + 5 

5-3* _ 

-—— < * “ 3. 


30. Tìm các giá trị của m để mỗi hệ bất phương trình sau có nghiệm : 

' “íx-2<0 

b) 


, 3x-2 >.-4x + 5 ., í- 2 < 0 

a) u . . „ „ b) I 

3* + m + 2 < 0 ; (m + * > 1. 

31. Tìm các giá trị của m để mỗi hệ bất phương trình sau vô nghiêm : 

<oft + . ■ ^ị(x-3f>xUlx 


-2x + m + 5 > 0 ; 


(* - 3) > X 2 + Ix + 1 


2 m - 5* < 8. 



ìA 


DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 



1. Nhị thức bậc nhất và dấu của nó 

Nhiều bài toán dẫn đến việc xét xem một biểu thức f(x) đã cho nhận giá trị âm 
(hoặc dương) với những giá trị nào của X. Ta gọi việc làm đó là xét dấu của 
biểu thức f{x). Dưới đây, ta sẽ tìm hiểu về nhị thức bậc nhất và dấu của nó. 

a) Nhị thức bậc nhất 

ĐỊNH NGHĨA 

Nhị thức bậc nhất (đối với x) ỉà biểu thức dạng ax + b r trong đó a và 
b ỉà hai sô'cho trước với a * 0. 

Ta đã biết, phương trình ax + b = 0 (a * 0) có một nghiệm duy nhất x 0 = 

a 

Nghiệm đó cũng được gọi là nghiệm của nhị thức bậc nhất f(x) = ax + b. Nó 
có vai trò rất quan trọng trong việc xét dấu của nhị thức bậc nliất/Cr). 

b) Dấu của nhị thúc bầc nhất 

Đặt Xq = —— t ta viết nhị thức bậc nhất f(x) = ax + b như sau 
a 

( b') 

f{x) = ax + b = a*x + -- =a(x-x 0 ). 

\ a ) 

Khi X>X 0 ŨÙX- x ữ > 0 nên dấu của a(x - x 0 ) trùng vởi dấu của a. 

Khi x < X Q thì X - x 0 < 0 nên dấu cùa a(x - x 0 ) trái vổri dấu của ứ. 



Từ đó ta có 


ĐỊNH LÍ (vể dấu của nhị thức bậc nhất) 

Nhị thức bậc nhất fix) = ax + b càng dấu với hệ sô' a khi X lớn 
hơn nghiệm và trái dấu với hệ sốa khi X nhỏ hơn nghiệm của nó. 


Kết quả cùa định lí này được tóm tắt trong bảng sau 


-00 


^0 


+00 


f{x) -ax+ b 


trái dấu với a 


Chẳng hạn nhị thức j{x) = -X + 1,5 


có hệ số a - 

-1 

và nghiệm Xq 

= 1,5. 

Do đó, dấu 

của 

nó được cho 

trong 

bảng sau 




X 

—OC) 

1,5 

+00 

-x+ 1,5 

+ 0 - 


Nhị thức đã cho dưoíng khi X < 1,5 
và âm khi X > 1,5. 


0 cùng dấu với ứ 



|H1| Hảy giải thích bàng đổ thị (h.4.4) các kết quả của định li trên. 


2. Một sô ứng dụng 

a) Gỉải bất phương trình tích 

Ta xét các bất phương trình có thể đưa về một trong các dạng P(x) > 0, P(x) > 0, 
P(x) < 0, P(x ) < 0 với P(x ) là tích cỏa những nhị thức bậc nhất. 

Ví dụ 1* Giải bất phương trình 

(jt-3)(*+l)(2-3*)>0. (1) 

Cấch giải. Để giải bất phương trình (1), ta lập bảng xét dấu vế trái của (1). 

Đặt P(x) = (x - 3)(x + 1 )(2 -3*). 

- Giải phương trình P(x) - 0, ta được 

(x - 3)(jt + 1)(2 - 3^:) = 0 <=> X = 3 hoặc X = -1 hoặcx= Y 





— Sắp xếp các giá trị tìm được của Jt theo thứ tự tăng : — 1, ^, 3. Ba số này chia 

éJF 

trục số thành bốn khoảng. Ta xác định dấu của P(x) trên tùng khoảng bằng cách 
ỉập bảng sau đây gọi là bảng xét dấu của P(x). 



Trong bảng xét dấu, hàng trên cùng ghi lại bốn khoảng được xét của trục số, 
ba hàng tiếp theo ghi dấu của các nhân tử bậc nhất trên mỗi khoảng (dựa vào 
định lí về dấu của nhị thức bậc nhất) ; hàng cuối ghi dấu của p(x ) trên mỗi 
khoảng bằng cách lấy "tích" của các dấu cùng cột ở ba hàng trên. 


Dựa vào bảng xét dấu, ta có tập nghiêm của bất phương trình (1) là 

(2 \ 

s=(- oo; -l)u t ;3 . 


□ 


b) Giải bát phương trình chứa ẩn 0 mẫu 

ở đây, ta chỉ xét các bất phương trình có thể dưa về một trong các dạng 

- 0 » —^ 0, > 0, trong đó P(x) và Q(x) là tích của 

Q(x) Q(x) Q(x) Q(x) 

những nhị thức bậc nhất. Để giải các bất phương trình như vậy, ta lập bảng xét 

P(x) 

dấu của phân thức Khi lập bảng xét dấu, nhớ rằng phải ghi tất cả các 

QM 

nghiệm của hai đa thức p(x) và Q(x) lên trục số. Trong hàng cuối, tại nhũng 

điểm mà Q(x) = 0, ta dùng kí hiệu II để chỉ tại đó bất phương trình đã cho 
không xác định. 

Ví dụ 2* Giải bất phương trình 

-J-<—Ể—. 

X - 2 2x - l 


( 2 ) 












Giải. Ta có 


3 5 

(2) <4> —< 0 

X-2 2x - 1 
:: 3(2a- - 1) - 5 (x - 2) 

(x - 2)(2 jc - 1) 
x + 1 

<=> - -7—-— < 0. 

(x-2)(2x-ì) 


Bảng xết dấu vế ưái của (3): 


X 

1 1 ọ * _ 

—00 —7 — 2 +00 

2- 

x + 7 

1 

0 

+ 

+ 

+ 

X -2 

— 

__ \ 

+ 

0 

1 

2x- 1 

m 

- 0 + 

+ 

Vế trái 

0 + II - II + 


Từ đó suy ra tập nghiệm của (2) là s = ("00 ; -7] \J 



n 


c) Giải phương trình, bấỉ phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 

Một trong những cách giải phương trình hay bất phương trình chứa ẩn trong 
dấu giá trị tuyệt đối là sử dụng định nghĩa để khử dấu giá trị tuyệt đối. Ta 
thường phải xét phương trình hay bất phương trình trong nhìểu khoảng (đoạn, 
nửa khoảng) khác nhau, ưên độ mỗi biểu thức nằm trong dấu giá trị tuyệt đối 
đẻu có một dấu xác định. Sau đây là một ví dụ đơn giản. 


Ví dụ 3, Giải bất phương trình 

\2x - 11 < 3x+ 5. (4) 

Giải 

l)Vớix< ị, ta có 

4 * 

4 

(4) <=> l-2x<3jf + 5<=>5jr>-4<=>x>--r’ 

1 4 1. 

Kết hợp với điểu kiện X < Ặ, ta được -~-<x<^, Vậy tập các nghiệm thoả 

w* 


mãn điều kiện đang xét là khoảng 


2" - 5 2 

r _4 ' 1 ' 

V 5 ’ 2 / 



2) Với X > 4 , ta có 
2 

(4) o 2x - 1 < 3x + 5 <=> X > -6. 

Kết hợp với điều kiện X > ^, ta được X > ị- . Vậy tập các nghiêm thoả màn 

2 2 


1 


\ 


- ; +00 
2 J 


diều kiện đang xét là nửa khoảng 
Tóm lại, tập nghiệm của bất phương trình (4) là 

s = 


4 lì 


‘1 ^ 


' 4 1 

- * — 

u 

— : + 00 

— 

—- ; +00 

l 5’2j 


1.2 J 


V 5 ) 


Câu hỏi và bài tập 


32. Lập bảng xét dấu của các biểu thức : 
4 - 3x 


a) 


2x + 1 


b) 1- 


2 — X 
3*-2 


c) x(x - 2) (3 - x) ; 


d) 


x(x - 3ỵ 


{x - 5)(1 - X) 

33. Phân tích các da thức sau thành nhân tử bậc nhất rồi xét dấu : 


a) -X 2 + X + 6 ; 

34. Giải các bất phương trình : 
(3 - x)(x - 2) 


a) 


X + 1 


< 0 ; 


b) 2x 2 - (2 + V3) Jt + Vã. 


.,3.5 

t>) T~z - T~77 ’ 

1 - X 2x + 1 


c) Ị 2x - Vỉ I + 1 Vã - .V I >3x - 2 ; d) |(V2 - Vi)* + 11 < Vã + V2. 


35. Giải các hệ bất phương trình ; 

(x - 3)(>/2 - x) >0 

a) 1 4* - 3 , „ 

——— < * + 3 ; 


b) 


2 < 1 


2x — 1 3 — X 

x\ < 1. 



Luyện tập 


36. Giải và biện luận các bất phương trình : 

2 

a) mx ' + 4 >2x + m ; 
c) x{yìĨ - 1 ) < m - 1 ; 

37. Giải các bất phương trình : 

* 

a) (Sx + 2)(x + 1)(4jc - 5) > 0 ; 


c) ^±i<_ 2; - 

2x + 1 

1 

38. Giải và biện luận các bất phương trình : 
a) ( 2x - 4ĩ){x - m) > 0 ; 


b) 2 mx 4- 1 > X + Am 1 ; 
d) lịm + \)x <(m+ l) 2 ịx- 1). 


b) 


3-2* 


(3* - 1)(* - 4) 


<0 ; 


d)4±A < x 2 


3* 4- 1 2x - 1 


b) ^ x < 0. 
X - 2 m + 1 


39. Tìm nghiệm nguyên của mỗi hộ bất phương trình sau : 


a) 


6* 4- 3 > 4* + 7 
7 


8* 4- 3 


b) 


< 2x + 25; 


I5x-2>2x + ị 

3 


2(x - 4) < 


3x -14 


40. Giải các phương trình và bất phương trình : 

' »>l*+l| + l*-l|=4; b) {x ' + 1)(, - 2) > 2' 


2 * -1 1 


41. Giải và biện luận các hệ bâVphương trình : 


.a) 


Ux - \Ỉ5)(\ỈĨ - 2x) > 0 


X - m < 0 ; 


b) 


2 . 5 

< 


* — 1 2x — 1 
x-m> 0. 



BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 

8 HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI Ẩn 



1. Bất phương trình bậc nhất haỉ ẩn 

a) Bất phương trình bậc nhất hai ẩn và miền nghiệm của nó 

/ 

ĐỊNH NGHĨA 

Bất phương trình bậc nhất hơi ẩn ỉà bất phương trình có một 
trong các dạng 

ax + by + c < 0, ax + by Hr c > 0, ax + by + c < 0, ax + by + c > 0, 

trong đó ơ, b và c ỉà những sổ cho trước sao cho a 2 +b 2 * 0 ; 
X và ỵ ỉà các ẩn. 

Môi cặp sô (.Xq ; y 0 ) sao cho ax 0 + by Q + c < 0 gọi là một nghiệm 
của bất phương trình ax + by + c < 0. 

Nghiệm của các bất phương trĩnh dạng ax + by + c > 0, ax + by + c < 0 và 
ax + by + c > 0 được định nghĩa tương tự. 

Như vậy trong mặt phẳng toạ độ, mỗi nghiệm của bất phương trình bậc nhất 
hai ẩn được biểu diễn bởi một điểm và tập nghiệm của nó được biểu diên 
bởi một tập hợp điểm. Ta gọi tập hợp điểm ấy là miền nghiêm của bất 
phương trình. 

Dưới đây, chúng ta sẽ thấy miển nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
là một nửa mặt phẳng. 

b) Cách xác định miển nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn 

Việc xác định miền nghiệm của một bất phương trình bậc nhất hai ẩn (hay 
biểu diễn hình học tập nghiệm của nó) trong mặt phẳng toạ đô dựa trên định lí 
được thừa nhận sau đây. 




ĐỊNH LÍ 


Trong mặt phẳng toạ độ, đường thẳng (d) : ax + by + c - 0 chia 
mặt phẳng thành hai nửa mặt phẳng . Một trong hai nửa mặt 
phẳng ấy (không kể bờ (đ)) gồm cấc điểm có toạ độ thoả mân 
bất phương trình ax+ by + c > 0, nửa mặt phẵng còn lại (không 
kể bờ (d)) gồm các điểm có toạ độ thỡả mãn bất phươìĩg trinh 
ax 4- by + c < 0. 


Từ định lí, ĩa suy ra 

Nếu (aq ; y 0 ) là một nghiệm của bất phương trình ữx + by + c > 0 
(hay ax -+ by -I- c < 0) thì nửa mặt phang (không kể bờ (d)) chứa 
điểm M(x ữ ; Vq) chính là miền nghiệm của bất phương trình ấy. 

Vậy để xác định miền nghiệm của bất phương trình ax + by + c < 0, ta làm 
như sau : 

- Vẽ đường thẳng (d ): ax + by + c = 0 ; 

- Xét một điểm M(Xq ; yỏ) không nằm trên (d). 

Nếu ổlxq + by 0 + c < 0 thì nửa mật phẳng (không kể bờ (đ)) chứa 
điểm M là miền nghiệm của bất phương trình ax + by + c < 0. 

Nêìỉ ax 0 + by 0 + c > 0 thì nửa mặt phẳng (không kể bờ (d)) không 
chứa điểm M ỉà miền nghiệm của bất phương trình ax + by + c < 0. 

CHỦ ý 

Đối với các bất phương trình dạng ax + by + c < 0 hoặc ax + by + c> 0 
thì miền nghiệm là nửa mặt phảng kể cả bờ. 

Ví dụ 1. Xác định miền nghiệm của bất phương trình 3x 4- y < 0. 

Giải. Trên mạt phẳng toạ độ, đường thẳng (đ) : 3x + y = 0 chia mặt phẳng 
thành hai nửa mặt phẳng. 






Chọn một điểm bất kì không thuộc dường thẳng 
đó, chẳng hạn điểm M {0 ; 1). Ta thấy (0 ; 1) 
không phải là nghiệm của bất phương trình dã 
cho. Vậy miền nghiệm cẩn tìm là nửa mặt phảng 
bờ ( d) không chứa điểm M (0 ; 1). (Trên hình 4.5, 
miền nghiệm là nửa mặt phẳng khồng bị gạch), n 

Eĩ Xác định miền nghiệm của bất phương trình X + y > 0 . 



Hình 4.5 


2, Hệ bát phương trình bậc nhất hai ẩn 

Dưới đây là một ví dụ về kệ bất phương trinh bậc nhất hai ẩn 

3x - y + 3 > 0 
(I) < -2x+3y-6 <0 
2x + y + 4 > 0. 

Trong mật phẳng toạ độ, ta gọi tập hợp các điểm có toạ độ thoả mãn mọi bất 
phương trình trong hộ là miền nghiêm của hệ. Vậy miền nghiệm của hệ là 
giao các miền nghiệm của các bất phương trình trong hệ. 

Để xác định miền nghiệm của hệ, ta dùng phương pháp biểu diễn hình học 
như sau : 

-Với mồi bất phương trình trong hệ, ta xác định miền nghiệm của 
nó và gạch bỏ miền còn lại. 

- Sau khi làm như trẽn lần ỈU0 đối với tất cả các bất phương trình 
trong hệ trên cùng một mặt phẳng ĩoạ độ, miền còn lại không bị 
gọvh chính là miền nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. 


Ví dụ 2. Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình (I). 


Giải. Trước hết, ta vẽ ba đường thẳng : 

(ảị ): 3 a ' -y + 3 - 0 ; 

(d 2 ): -2x + 3ỵ - 6 = 0 ; 

(ẩỷ : 2x + y + 4 = 0. 

Thử trực tiếp ta thấy (0 ; 0) là nghiệm của cả ba 
bất phương trình. Điều đó có nghĩa là gốc toạ độ 
thuộc cả ba miền nghiệm của ba bất phương 
trình củạ hệ (I). Sau khi gạch bỏ các miền không 
thích hợp, miền khồng bị gạch trên hình 4,6 
(không kể biên) là miển nghiệm của hệ (I). n 



Hình 4.6 



H2 Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình 

y-3x>0 
< * - 2y + 5 < 0 

5x + 2y + ìQ > 0. 

3. Một ví dụ áp dụng vào bài toán kỉnh tế 

Vấn đề tìm miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất có liên quan chặt 
chẽ dến Quy hoạch tuyéh tính. Đó là một ngành toán học có nhiều ứng dụng 
trong đời sống và kinh tế, Sau đây là một ví dụ đơn giản. 

Bài toán 

Người ta dự định dùng hai loại nguyên liệu để chiết xuất ít nhất 140 kg chất A 
và 9 kg chất B. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại I giá 4 triệu đồng, có thể chiết 
xuất được 20 kg chất A và 0,6 kg chất B. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại II giá 3 
triệu dồng, có thể chiết xuất được 10 kg chất A và 1,5 kg chất B. Hỏi phải 
dùng bao nhiêu tấn nguyên liệu mỗi loại để chì phí mua nguyên liệu là ít nhất, 
biết rằng cơ sở cung cấp nguyên liệu chỉ có thể cung cấp không quá 10 tấn 
nguyên liệu loại I và không quá 9 tấn nguyên liệu loại II ? 

Phân tích bài toán. Nếu sử dụng X tấn nguyên liệu loại I và y tấn nguyên liệu 
loại II thì theo giả thiết, có thể chiết xuất được (20* + lOy) kg chất A và 
(0,6* + l,5y) kg chất B. Theo giả thiết, X và y phải thoả mãn các điều kiện : 

0 < X < 10 và 0 < y < 9 ; 

20* + lOy > 140, hay 2x + y > 14 ; 

0,6* + l,5y > 9, hay 2* + 5y > 30. 

Tổng số tiến mua nguyên liệu là Tự ; ỵ) = 4* + 3y, 

Bài toán đã cho trở thành : Tìm các số * và y thoả mãn hệ bất phương trình 

'0 < X < 10 
0 < y < 9 

HLVAu 

2x + 5 y > 30, 

sao cho T(x ; y) = 4* + 3y có giá trị nhỏ nhất. 



Bài toán này dẫn đến hai bài toán nhỏ sau : 

Bài toán ỉ. Xác định tập hợp (5) các điểm có toạ độ ( X ; y) thoả mãn hệ (D). 

Bài toán 2. Trong tất cả các điểm thuộc (5), tìm điểm (x; y) sao cho T(x ; y ) 
có giá trị nhỏ nhất. 

• Việc giải bài toán 1 chính là việc xác định miền nghiệm của hệ bất phương 
trình (H) mà ta đã lập được. 


H3 Kiểm tra lại rằng miền nghiệm 

(S) của hệ (lĩ) là miên tứ giác ABC.D 
trên hình 4.7 (kể cả biên). 

• Để giải bài toán 2, ta thừa nhận 
rằng biểu thức T(x ; y) có giá trị 
nhỏ nhất và giá tĩị ấy đạt được tại 
một trong các đỉnh của tứ giác 
ABCD (xem bài đọc thêm trang 
133). Bằng cách tìm toạ dộ các 
đỉnh A, B, c, D rổi so sánh các giá 
trị tương ứng của T(x ; y), ta được 
7(5 ; 4) = 32 là giá trị nhỏ nhất. 



Vậy để chi phí nguyên liệu ít nhất, cần sử dụng 5 tấn nguyên liệu loại I và 
4 tấh nguyên liệu loại II (khi đó, chi phí tổng cộng là 32 triệu đồng). 


Câu hỏi và bài tập 

42. Xác định miền nghiệm của mỗi bất pỉĩương trình hai ẩn : 

a) X - 2 + 2(y 1) > 2* + 4 ; b) Ix-y/ĩy + 4Ĩ - 2 < 0. 

43. Xác định miền nghiệm của mỗi hệ bất phương trình hai ắn : 

£ + Z_i>0' *■ Í4x - 5y + 20 > 0 

a) • < ^ ^ b) y > 0 

2(*-l) + £<4; ĩ v-3 

l 2 -y + 5 > —— 

I 3 





44. Một gia đình cần ít nhất 900 đơn vị prôtêin và 400 đơn vị lipit trong thức ăn 
mỗi ngày. Mỗi kilôgam thịt bò chứa 800 đơn vị prôtêin và 200 đơn vị lipit. 
Mỗi kilôgam thịt lợn (heo) chứa 600 đơn vị prôtêin và 400 đơn vị lipit. Biết 
rằng gia đinh này chỉ mua nhiều nhát là 1,6 kg thịt bò và 1,1 kg thịt lợn ; giá 
tiền 1 kg thịt bò là 45 nghìn đổng, 1 kg thịt lợn là 35 nghìn đồng. Giả sử 
gia đình đó mua* kilôgam thịt bò và V kilôgam thịt lợn. 

a) Viết các bất phương trình biểu thị các điều kiện của bài toán thành một hệ 
bất phương trình rồi xác định miền nghiệm (5) của hệ đó. 

I 

b) Gọi T (nghìn đổng) là sớ tiển phải trả cho * kilôgam thịt bò và y kilôgam 
thịt lợn. Hãy biểu diễn T theo * và y. 

c) ở câu a), ta thấy ( S) là một miển đa giác. Biết rằng T có giá trị nhỏ nhất tại 
(*0 ?o) y ớì Oo ; >b) là toạ độ của một trong các đỉnh của (, s ). Hỏi gia dinh 
đó phải mua bao nhiêu kilôgam thịt mỗi loại để chi phí là ít nhất ? 


Bài. đọc thêm 




MỘT PHƯƠNG PHÁP TÌM cực TRỊ CỦA BIỂU THỨC 
p(x ; y) = ơx + by TRÊN MỌT MIỂN ĐA GIÁC LỒI 


BÀI TOÁN : Tỉm giá trị nhỏ nhất hay lớn nhất của biểu thức p(x \y) = ax + by(b* 0) 
trên mộỉ miền đa giác phẳng lồi (kể cả biên). 

Bài toán đó có nghĩa là : 

Cho biểu thức p(x ; ỳ) = ax + by^b * 0) và một miền đa giác [ổi (5), kể cả biên, trong 
mặt phẳng toạ độ Oxy. Hảy tim giá trị nhỏ nhất (hay lốn nhất) của P( X ; y) với (x ; y) là 
toạ độ cùa các đỉểm thuộc ( s ). 

Cách giải. Ta luôn có thể giả thiết rằng b > 0 , bởi vì nếu b < 0 thì ta có thể nhân cả 
hai vế vói -1 và bài toán tìm giá trị nhỏ nhất (hay tôn nhất) của Pịx ; y ) sẽ trở thành 
bài toán tìm giá trị lớn nhất (hay nhỏ nhất) của -p(x ;y) = -ax + b'y , trong đó b' = -b> 0 . 


Tập các điểm ( X ; >0 để p(x ; y) nhận giá trị p là 

đường thẳng ax+by-p, hay y= Đường 

b b 

thằng này có hệ số góc bằng ~ và cắt trục tung 

b 

tại điểm A/(0 ; m) với m = “ (h.4.8). Kí hiệu đường 

b 

thẳng này là (d m ) . Vì b > 0 nên việc tìm giá trị 

nhỏ nhất (hay lớn nhất) của PỢ( ; y) = p với 
(JC ; y) e (5) quy về việc tìm giá trị nhỏ nhất 

(hay lớn nhất) của m - —, tức là tìm điểm M ở 

b 

vị trí thấp nhất (hay cao nhất) trẻn trục tung sao 
cho đường thẳng ( d m ) có ít nhất một điểm chung 
với (S). 

Từ đó, chú ý rằng (d m ) có hệ số góc bằng không đổi- Ta đi đến cách làm sau : 

b 

♦ Khi tìm giá trị nhỏ nhất của P{ X ; y), ta cho đường thẳng (d m ) chuyển động song 
song với chính nó từ một vị trí nào đó ở phía dưới miển (5) và đỉ lên cho đến khl ( d m ) 
lần đầu tiên đi qua một điểm (jr 0 ; J 0 ) nào đó của (5). Khi đó, m đạt giá trị nhỏ nhất 
và tương ứng với nó là giá trị nhỏ nhất của P(x ; y). Đó là 

P(x ữ ;>o) = 4*0 + by 0 ' 

• Khi tim giá trị lớn nhất của P(x ; y), ta cho đường thẳng {d m ) với hệ số góc ~ 

b 

chuyển động song song với chính nó từ một vị trí nào đó ỏ phía trên miền (S) và đi 
xuống cho đến khi (d m ) lẩn đầu tiên đi qua một điểm (jc 0 ;y 0 ) nào đó của (5)- Khỉ 
đó, m đạt giá trị lớn nhất và tương ứng với nó là giá trị lớn nhất của P (X ; ỳ). Đó là 



CHÚ Ý 

Qua cách làm trên, ta thấy rằng P{x fy) đạt giá trị nhỏ nhất (hay lớn nhất)' 
tại một đỉnh nào đó của đa giác (5). 

Áp dụng cách làm trên vào bài toán 2 nêu trong §5, ta thấy khi (d m ) đi qua đỉnh 

Ai 5 ; 4) thì m nhỏ nhất. Điểu đó cổ nghĩa là T{x ; y ) đạt giá trị nhỏ nhất khí X = 5 và 
y = 4. Khi đó, 7(5; 4) = 32. 



Luyện tập 


45. Xác định miền nghiệm của các bất phương trình hai ẩn : 

a) + 3 + 2(2y + 5) < 2(1 -*) ; ■ b); (l + ^-(l-^)jằ2. 

46. Xác định miền nghiêm của các hệ bất phương trình hai ẩn : 

x-y>0 ịĩx-2y-6>0 

a)ix-3j>Ể-3 b) <2(A--l)+ậ<4 

_ . _ . 2 
*+y>5; 

k *>0. 

47. Gọi (5) là tập hợp các điểm trong mặt phẳng toạ đô có toạ độ thoả mãn hệ 

2x~y>2 
x-2y<2 
x + y<5 
X >0. 

a) Hãy xác định (5) để thấy rằng dó là một miền tam giác. 

b) Trong (5), hãy tìm điểm có toạ độ ỘIC; y) làm cho biểu thức/U'; y) = y - X có giá 
trị nhỏ nhất, biết rằngyi>; ỳ) có giá trị nhỏ nhất tại một trong các đỉnh của (5). 

48. Bài toán vịtamin 

Một nhà khoa học nghiên cứu về tác đông phối hợp của vitamin A và vitamin B 
đối với cơ thể con người. Kết qưả như sau : 

i) Một người có thể tiếp nhận được mồi ngày không quá 600 dơn vị vitamin ,4 
và không quá 500 đơn vị vitamin B. 

ii) Một người mỗi ngày cần từ 400 đến 1000 dơn vị vitamin cả A lần B. 

iii) Do tác động phối hợp của hai loại vitamin, mỗi ngày, số đơn vị vitamin B 
không ít hơn A số đơn vị vitamin A nhưng không nhiều hơn ba lần sô đơn vị 
vitamin A. 

Giả sử X và y lần lượt là số đơn vị vitamin A và B mà bạn dùng mỗi ngày. 

a) Gọi c (đổng) là số tiển vitamin mà bạn phải trả mỗi ngày. Hãy viết phương 
trình biểu diễn c dưới dạng một biểu thức của X và y, nếu giá một đơn vị 
vitamin A là 9 đồng và giá một đơn vị vitamìn B là 7,5 dồng. 




b) Viết các bất phương trình biểu thị các điều kiên i), ii), và iii) thành môt hệ 
bất phương trình rổi xác định miên nghiêm (5) của hệ bất phương trình đó. 

c) Tìm phương án dùng hai loại vitamin A và B thoả mãn các điều kiện trên để 
sô tiền phải trả là ít nhất, biết rằng c dạt giá trị nhỏ nhất tại một trong các đỉnh 
của miển nghiệm (S). 


VÀI NÉT VỂ LỊCH sử QUY HOẠCH TUYÊN TÍNH 


Từ thời cổ đại, khi thực hiện các công việc của mình, 
loài người đã luôn hướng tòi cách làm tốt nhất trong 
các cách làm có thể được (tìm phương án tối ưu trong 
các phương án). Khi toán học phát triển, người ta đã 
mô hình hoá toán học các việc cần làm, nghĩa là biểu 
thị các mục tiêu cần đạt được, các yêu cầu hay các 
điều kiện cẩn thoả mãn bằng ngôn ngử toán học để 
tìm lời giải tối ưu cho nó. Từ đó, hình thành nên các bài 
toán tối ưu. 

ỏuy hoạch tuyến tinh là lĩnh vực toán học nghiên cứu 
các bài toán tối ưu với hữu hạn biến (ẩn), trong đó, 
mục tiêu và các điều kiện ràng buộc được biểu thị 
bằng các hàm số, các phương trình hay bất phương 
trình tuyến tính (bậc nhất). 


Kup-man, Đan-dich và 
Kan-to-rô-vich ỏ 
Lúc-xăm-bua nàm 1976. 


Có thể nói, người đầu tiên quan tâm đến Quy hoạch tuyến tinh là L. V. Kairtơfô-vich 
(Leonid Vitalyevich Kantorovich, 1912 - 1986). Trong cuốn "Các phương pháp toán 
học trong tổ chức và kế hoạch hoá sản xuất" (NXB Đại học Quoc gia Le-nin-grát, 
1939), ông đả nêu bật vai trò của một lóp bài toán Quy hoạch tuyến tính và đề xuất 
thuật toán sơ bộ để giảỉ chúng. Tuy nhiên, Quy hoạch tuyến tính chỉ được nhiều 
người biết đến vào năm 1947, khi G.B. Đamdich (George Bernard Oantzig, 1914 - 
2005) công bố thuật toán đơn hình để giải các bài toán Quy hoạch tuyến tính. Cũng 
nám đó. T. c. Kup-man (Tjalling Charles Koopmans, 1910 - 1985) đã chỉ ra rằng 
Quy hoạch tuyến tính là công cụ tuyệt vời để phân tích lí thuyết kinh tế cổ điển. 


Nãm 1975, Kan-to-rô-vich và Kup-man đã được viện Hàn lâm Hoàng gia Thuỵ Điển 
trao giải thưởng Nô-ben về khoa học kình tế. 

Ngày nay, trong thời đại máy tính điện tử, Quy hoạch tuyển tính vẫn được tiếp tục 
nghiên cứu nhằm tìm ra các thuật toán tốt hơn. 





DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI 

» 


X. Tam thức bậc hai 

ĐỊNH NGHĨA 

Tam thức bậc haỉ (đối với x) ỉà biểu thức dạng ax' + bx + c., 
trong đổ a, b, c là những sô'cho trước với a ^ 0. 

Theo định nghĩa trên, các biểu thức 

ỊỤ) — -yỊĩx 2 + 3jc + 1, g(A') - X 2 - 5 và h(x) = — A 2 

2 

là những tam thức bậc hai. 

Nghiệm của phương trình bậc hai ax + bx + c - 0 cũng được gọi là nghiệm 
của tam thức bậc hai f(x) = ax + bx + c. 

Các biểu thức A = b 2 - 4ac và A' = b a - ac với b-2Ư theo thứ tự cũng được 

gọi là biệt thức vứ biệt thức thu gọn của tam thức bậc haif(x) - ax +bx + c. 

Trong §4, ta đã xét dấu của nhị thức bậc nhất và áp dụng để giải một số bất 
phương trình. Trong bài này và các bài tiếp theo của chương, ta sẽ xét dấu của 
tam thức bậc hai và áp dụng nó để giải các bất phương trình và phương trình 
bậc hai cũng như một sổ phương trình và bất phương trình khác. 

2. Dáu của tam thức bậc haỉ 

Ta sẽ quan sát đổ thị cùa hàm sô bậc hai để suy ra định lí vể dấu của tam thức 
bậc haỉ^A) = ax 2 + bx + c. 

Dấu của Ịự) phụ thuộc vào dấu của biệt thức A và hẹ số a . 



Trong từng trường hợp, đấu củãýỤc) được nêu trong các bảng sau : 

1) A < 0 (tam thức bậc hai vô nghiệm) 



2) A = 0 tam thức bậc hai có nghiệm kép x 0 = 

V 2 a 



3) A > 0 (tam thức bậc hai có hai nghiệm Xị và x 2 (Xị < x 2 )) 


a>0 

a< 0 

Kết luận 

y> 


B 

K . 

X 

-00 Jtị +°0 

17 

0 Vĩ X 

X 1 X 2 4<x> 

m 

(<ầx 

Cùng dấu 1 Khác dấul Cùng 
vớia 0 với ữ Odáuvớiớ 

1 1 

) < 0 với moi X etx, : Xo\ af(x) >( 

ỡ 

‘ X 1 

*lV/*2 X 

30 *l x 2 ** 

m + 0 - 0 + 

fự) - 0 + 0 - 

với mọí X e(-00 ; Jfj) VJ ( x 2 ; +oo)). 

















Các kêt quả trên được phát biểu trong định li sau đây, 

ĐỊNH LÍ (về dấu của tam thứt bậc hai) 

Cho tam thức bậc haif{x) = ax + bx + c (a * 0). 

Nếu A < 0 thìf(x) cùng dấu với hệ sô'a với mọi X e R. 

Nếu A — 0 thìf{x) cùng dấu với hệ sô a với mọi X * ——. 

2 a 

Nếu A > 0 thì f(x) có hai nghiệm Xị và x 2 (x : < x 2 ). Khi đó,j(x) 
trái dấu với hệ số a với mọi X nẳm trong khoảng (x { ; x 2 ) (tức là 
với Xị < X < x 2 ), và f(x) cùng dấu với hệ sô a với moi X nằm 
ngoài đoạn Ị>! ; x 2 ] (tức là với X < Xị hoặc X > x 2 ). 

CHỨ Ý 

Cũng như khi giải phương trình bậc hai, khi xét dấu tam thức bậc 
hai, ta có thể dùng biệt thức thu gọn À' thay cho A và cũng được các 
kết quả tương tự. 

Ví dụ 1. f(x) = 2x 2 -x+l>Ovớì mọi X € R vì tam thức /í*) có A = - 7 < 0 
vàơ = 2>0. □ 

Ví dụ 2, Xét dấu của tam thức bậc hai f(x) = 3x 2 - &x + 2. 

Giải. Vì a - 3 > 0 và Ị(x) có hai nghiệm X, - —— x 2 - 4 

3 3 

(dễ thấy X Ỵ < xý nẻnftx) > 0 (cùng dâu với ơ) khi X e (-00 ; *l) u (JC2 ; +oo), và 
Ẫ x ) < 0 (trái dấu với a) khi X e (Xị ; xý' □ 

Cũng có thể ghỉ kết quả trên trong bảng xét dấu củayĩ» như sau : 


X 

-00 X] x 2 +00 

X 

II 

1 

oo 

X 

+ 

to 

+ 0 — 0 + 


01 Xét dấu cửa các tam thức bậc hai sau: 

a) f(x) = -2x 2 + 5x + 7 ; b) g(x) = -2x 2 + xS -7 ; 


c) h(x) = 9x 2 -ỉ2x+4. 






Nhận xét 


Từ định lí về dấu của tam thức bậc hai, ta thấy chỉ có một trường hợp duy nhất 
ữong đó dấu của tam thức không thay đổi (luôn âm hoặc luôn dương), đó là 
khi A < 0. Lúc đó, dấu của tam thúc trùng với dấu của hệ số a . Do đó, ta có 


\/x € ]R, ax + bx + c > 0 o 
Vx € R, ax 2 + bx + c < 0 o 


I ơ > 0 

|a <0 

a < 0 
À < 0. 


Ví dụ 3. Vái nhang giá trị nào của m thì đa thức fix) = (2 - - 2r + 1 

luôn dương ? 

Giở/. Với m = 2 thì /U') = -2x + 1 lấy cả những giá trị âm (chẳng hạn 
/(1) = -1). Do đó, giá tộ m ~ 2 không thoả mãn điều kiện đòi hỏi. 


Với m ± 2, f(x) là tam thức bậc hai với biệt thức thu gọn A' = m - 1. Do đó 


Vx>ftx) >,0o 


a = 2 - m > 0 


A' = m - 1 < 0 

V 

Vậy với m < 1 thì đa thứcj*(X) luôn dương. 




m <2 
m < 1 


<=> m< L 


□ 


H2Ị Với nhũng giá trị nào của m, đa thức f{x) = (m-\)x 2 + (2m + 1)JC + m +1 âm vởi 


mọi X thuộc K ? 


Câu hỏi và bài tập 

49. Xét dấu các tam thức bậc hai sau : 

a) 3x 2 — 2x + 1 ; b) —Jt 2 + 4x — 1 ; 

c)x 2 -yỈ3x+-; d) (l-y/ĩ)x 2 -2r+ l+VĨ. 

50. Tìm các giá trị của m dể mỗi biểu thức sau luồn dương ; 

a) ( m 2 + 2)x 2 - 2 (m + + 1 ; b) (m + 2)x 2 + 2 (m + 2)x + m + 3. 




51. Tìm các giá trị cùa m để mỗi biểu thức sau luôn âm : 

a) --X 2 + 2m\Ỉ2x- 2 m 2 - 1 ; b ){m- 2)x 2 “ 2(m - 3)ut + m - 1. 


52. Chứng minh định lí vé dấu của tam thức bậc hai. 

Hướng dẫn. Với các trường hợp A < 0 và A = 0, sừ dụng hệ thức đã biết 


f(x) = a 


\3 


X + 


2 a 


4ứ 


hay af(x) = 




* + 


2ữJ 4ứ 


Trường hợp A > 0, sừ dụng hệ thức đã biết 

f(x) = a(x - Xị)(x - x 2 ) hay af{x) = a 2 (x-x l )(x-x 2 ), 
trong đó Xị và x 2 là hai nghiệm của tam thức bậc hai/(jr). 



BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 

* 


1. Định nghĩa và cách giải 

Bất phương trinh bậc hai>ịẩn x) là bất phương trình có một 
trong cấc dạng J(x) > 0,/x) < 0,/U) > 0,J{x) < 0, trong dốfix) là 
một tam thức bậc hai . 

Cách giải. Để giải bất phương trình bậc hai, ta áp dụng định lí về dấu của tam 
thức bậc hai. 

Ví dụ 1. Giải bất phương trình 

2x 2 - 3x + 1 > 0. 



(1) 


Giâi. Tam thức bậc hai 2x 2 - 3x + 1 có hai nghiệm Af, = ị và x 2 = 1 và có 
hệ số ữ- 2 > 0 nên 


2x 2 - 3* + l>0ox<-r hoặc X > 1. 

2 


Vậy tập nghiêm của (1) là Ị -00 (1 ; +00). 

Ta biểu diễn tập nghiệm của (1) trên trục số (h.4.9). 


□ 


ị 1 
2 

Hình 4 9 


HI Tim tập nghiệm của các bất phương trình sau 


a) X 2 +5jt + 4<0 ; 


b) -3x 2 +2-&x<ỉ ; 




c) 4x-5ú—x 2 . 
3 


2. Bất phương trình tích và bất phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 


Ví dụ 2* Giải bất phương trình 


2x 2 + 3* “ 2 > 
a: 2 -5jc+6 

Giỏi. Ta xét dấu của biểu thức 

... 2jt 2 +3jc-2 

Ầ*)= 3.-‘7; c 

xr - 5x + 6 


Tử thức là tam thức bậc hai có hai nghiệm -2 và 



Mẫu thức là tam thức bậc hai có hai nghiệm 2 và 3. 
Dấu của f(x) được cho trong bảng sau 



1 

-00 —2 — 2 3 +O0 

2 

2x + 3 jc -2 

+ 0-0 + 

+ 

+ 

X - 5x + 6 

+ + + 0 - 0 + 

m 

+ 0-0 + 

— 

+ 









Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 

( -00 ; - 2] u ' 1 


ĩ ;2 


u (3 ; -t-oo). 




H2J Giải bất phương trình 


(4 - 2 + 7 * + 12 ) < 0 . 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình 


2x l - 16,ĩ + 27 


< 2 . 


X 2 -7jc + I0 
Giãi. Bất phương trình đă cho tương dương với 

2x 2 -16.*+ 27 


X -lx + 10 


- 2 < 0 . 


Ta có 
(!)<=> 

Dấu của/(A') = 


2x 2 -J6jc + 27-2(jí ì -7jr + 10Ì 
--- -, —■■■--á 


<0 <=> 


-2x + l 


X -7*+ 10 
— 2x + 7 

X 2 -lx + 10 


: 2 -7a + 10 


<0. 


được cho trong bảng sau đây. 


□ 


(1) 


X 

7 

—00 2 — 5 +00 

2 

'~2x +-7 

+ 

+ 0 - 

— 


1 

o 

+ 

0 + 

f(x) 

+ 

0 + 

— 


Tập nghiệm của bất phương trình đa cho là 

u (5; +oo). 


7 7* 

H. 


3. Hệ bất phương trình bậc haì 

Ví dụ 4. Giải hệ bất phương trình 

3* 2 - 7* + 2 > 0 


(I) 


—2* 2 + X + 3 > 0. 


□ 














Cách giải. Muốn giải hệ bất phương trình bậc hai một ẩn, ta giải riêng từng 
bất phương trình của hệ rồi lấy giao của các tập nghiệm tìm được. 


Bất phương trình thứ nhất có tâp nghiệm 


í 


1 


■\ 


ĩ, 

V 3y 
\ 


u (2 ; +oo). 




Bất phương trình thứ hai có tâp nghiệm s 2 = 

Muốn tìm Sị n s 2 , ta có thể biểu diễn các tập này trên trục số bầng cách lần 
lượt gạọh bỏ các phẩn không thuộc Sị và các phần không thuộc s 2 . Phần còn 
lại không bị gạch là s = n s 7 (h.4.10). 


HHHiMHM) 




-1 


3 2 


MMM M M M* 


Hình 4.Ỉ0 
/ 


Từ đó suy ra tập nghiệm của hệ là s = 


\ 


- 1: f 


Trong thực hành, bài giải ví dụ 4 thưcmg được trình bày như sau. 
Giải . Ta có 

r • 

X<^- hoặc X >2 

(I) o < 3 <=> — 1 < X < 4 . 

, ■ 3 3 

-1 < < — 

l 2 

_ , _ T • . ( ị\ 

Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là khoảng -1; ~ . 

V 3/ 

H3 Giải hệ bất phương trình 


□ 


2x + 1 > 5 
2x 2 - 9x + 7 < 0. 

Ví dụ 5. Tìm các giá trị của m dể bất phương trình sau vô nghiệm 

(m - 2)x 2 4- 2 (m + l)x + 2m > 0. 

Giải. Đặt/í*) = (m- 2)x 2 + 2(m + Ì)* + 2m. 

Bất phương trình đã cho vô nghiộm khi và chỉ khi/(x) < 0 với mọi * G R. 



Với m = 2, ta c ổfix) = ó*+ 4. Khi đó, jự) < 0 o * < -ị . 

3 

Giá trị m = 2 không thoả mân điều kiện đòi hỏi. 

* • f 

Với 2, ta có /(*) < 0 với mọi JceR khi và chỉ khi 1 ^ — 

[m-2<ồ. 

Thay A' = (m + l) 2 — 2m(m - 2) = —m' + 6 m + 1 vào hệ trên, ta có 

-m 2 + 6m + \ <0 _ \m< 3 - Vĩõ hoặc m> 3 + Vĩõ 

A <=> í ■ _ o w < 3 

m — 2 < 0 [m < 2 

Vậy bất phương trình đã cho vô nghiệm khi và chỉ khi 

m < 3 - vTÕ. 


- Vĩõ. 


□ 


Câu hỏỉ và bài tập 


53. Giải các bất phương trình sau : 
a) “5* 2 + 4x + 12 <0; 

c) 3* 2 - 4x + 4 > 0 ; 

54. Giải các bất phương trình sau : 


a) 


x - 9x + 14 
X 2 - 5* + 4 


>0; 


c ) ( 2f + 1)(* 2 + X- 30 ) > 0 ; 


b) 16* + 40* + 25 < 0; 
d)x?-x-6<0. 


-2* z + 1X + 7 

b) -- - -t ' < -1 ; 

X 2 - 3* - 10 
d) / - 3x 2 < 0. 


55. Tim các giá trị của m để mỗi phương trình sau có nghiệm 

a) (m - 5)x 2 - 4 nư + m — 2 = 0 ; 

b) (m + l)x 2 + 2 (m -1 )x + 2m - 3 = 0. 

56. Giải các hộ bất phương trình ; 

2* 2 + 9* + 7 > 0 


a) 


c) 


X L + * - 6 < 0 ; 

-2jr 2 - 5* + 4 < 0 
-X 2 - 3a- + 10 > 0 ; 


b) 


d) 


I 


4jr - 5* - 6 < 0 
-4x 2 + 1 2x - 5 < 0 ; 

2* 2 + * - 6 > 0 
3x 2 - 10* + 3 > 0. 



Luyện tập 


57. Tìm các giá trị của m để phương trình sau có nghiệm 

X 2 + ( m - 2)x - 2m + 3 = 0. 

58. Chứng minh ràng các phương trình sau vô nghiệm dò m lấy bất kì giá trị nào: 
a) X 2 - 2(m + 1 )x + 2m 2 + m + 3 = 0 ; b) (m 2 + 1 )x 2 + 2{m + 2)x + 6-0. 

59. Tìm các giá trị của m để bất phương trình 

{m — 1 )x 2 - 2(m + 1 )jr + 3 {m - 2) > 0 
nghiệm đúng với mọi X e E, 


60. Giải các bất phương trình sau : 

x 4 -x 2 

a) / < 0 ; b) 

X + 5x + 6 

61, Tìm tập xác định của mòi hàm số sau : 

a) y = >/{2.v + 5)(1 - 2x); b) y = 


1 I 

X 2 - 5x + 4 X 2 - lx + 10 


X + 5x + 4 
2x 2 + 3x + 1 


62. Giải các hệ bất phương trình : 
r 4x - 3 < 3x + 4 


a) 


c) 


A -7jc + 10 < 0 ; 


- 9 < 0 


b) 


2x z + 9x - 7 > 0 
[jr 2 + - 6 ắ 0 ; 


(x - l)(3x 2 + Ix + 4) > 0. 

63, Tìm các giá trị của a sao cho với mọi X, ta luôn có 

1 x~ + 5jt + a 

-1 < ———-< 7 . 

• ' . 2x - 3jc + 2 

I 

64. Tìm các giá trị của m dể hệ bất phương trình sau có nghiệm : 

f -.2 , o .. 1 c . r\ 


X +2jc-15<0 
(m + ì)x > 3. 





MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH VÀ 

BẤT PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ BẬC HAI 


1. Phương trình và bát phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 

Ví dụ 1. Giải bất phương trình X 2 - X + 3x - 21 > 0. 

Giải . Trước hết, ta bỏ dấu giá trị tuyệt đối. 

Nếu 3* - 2 > 0 thì JT - X + 1 3x - 21 = X 2 - X + (3* -2) = x 2 + 2x — 2; 

Nếu 3jc - 2 < 0 thì X - x + I 3jc - 21 s= X 2 - X “ ( 3 x - 2) = X - 4* + 2. 

Do đó, bất phương trình đă cho tương dương với: 


(I) 


3*-2 >0 
X 2 + 2x - 2 > 0 


hoặc (II) 


3x - 2 < 0 
X 2 - 4x + 2 > 0. 


Nói cách khác, tập nghiệm của bất phương trình đã cho là hợp các tập nghiệm 
của hai hệ bất phương trình (I) và (II). 

Ta có 


( 1)0 


^ 2 
X > 

3 


<=> 


X > -1 + V5. 


„ x<-\ - yfị hoặCJt> -1 + yfĩ 


(II) o 


, 2 

X < — 

3 


<2> X 


í < 2 - 4Ì. 


X <2- \Í2 hoặc X > 2 + y/ĩ 


Tập nghiệm của bất phương trình Ịà (—00 ; 2 — >Ĩ2) (-1 + \Ỉ3 ; + oo). □ 


HI Giải phương trình \x 2 - 8* + 1 sl - X - 3. 



Phương trình và bát phương trình chứa ẩn trong dấu cán bậc haì 

Khi giải phương trình hoặc bất phương trình chứa ẩn trong dấu căn bậc hai, ta 
thực hiện một số phép biến đổi tương đương để đưa nó về một phương trình 
hoặc bất phương trình không còn chứa ẩn ưong dấu căn bậc hai. Trong quá 
trình biến đổi cần lưu ý : 

- Nêu các điều kiện xác định của phương trình hoặc bất phương 
trình và nêu điều kiện của nghiệm (nếu có); 

- Chi bình phương hai vế của phương trình hoặc bất phương trình 
khi cả hai vế đều không âm. 

Gộp các diều kiện đó với phương trình hoặc bất phương trình mới 
nhận được, ta có một hệ phương trình hoặc bất phương trình tương 
dương với phương trình hoặc bất phương trình đã cho. (tức là 
phương trình hoặc bất phương trình đã cho và hệ thu được có cùng 
tập nghiệm). . 

Ờ đây, ta chỉ xét một số ví dụ đơn giản. 

Ví dụ 2. Giải phương trình yl3x 2 + 24 X + 22 -2x+\. 

Phân tích. Điểu kiện xác định của phương trình đã cho là 

3x 2 + 24x + 22 > 0. (1) 

Dễ thấy nghiệm của phương trình đã cho phải thoả mẫn điều kiện 

2x+I>0. (2) 

Với các điều kiện (1) và (2), phương trình dã cho tương đương với 
phương trình 

3* 2 + 24* + 22 = (2* + l) 2 . (3) 

Hiển nhiên (3) kéo theo (1). Do đó, nghiêm của phương trình đã cho là 
nghiệm của phương trình (3) thoả mãn bất phương trình (2). Nói một cách 
khác, phương trình đã cho tương đương vctì hệ gồm bất phương trình (2) và 
phương trình (3). 

Sau đây là bài giải ví dụ 2. 

Giải. Phương trình đã cho tương đương với hệ 

Í2jc + 1 > 0, 



Ta có 


( 1)0 2 0 2 ' ox = 21 . 

JC 2 -20x-21 = 0 x = -l hoặc Jt = 21 

Nghiệm của phương trình đã cho là X = 21. □ 

H2| Giải phương trình \ix 2 + 56x + 80 = X + 20. 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình \lx 2 — 3a- - 10 < JC - 2. 

Pỉĩàn tích . Điều kiện xác định của bất phương trình đã cho là 

* 2 -3jc-10>0. (1) 

Dễ thấy nghiệm của bất phương trình đã cho phải thoả mãn điều kiện 

A - 2 > 0 (2) 

Với hai điểư kiện (1) và (2), bất phương trình đã cho tương đương với bất 
phương trình 

X 1 - 3.X - 10 < (* - 2) 2 . ' (3) 

Như vậy, bất phương trình đẵ cho tương đương với hệ gồm ba bất phương 
trình (1), (2) và (3). 

Sau đây là bài giải ví dụ 3. 

Giải. Bất phương trình đã cho tương đương với hệ 

X 7 -3jc-10>0 
x-2>0 

X 2 - 3x - 10 < (X - 2) 2 . 

Ta có 

X < "2 hoặc X > 5 

(1)0 *x>2 o 5 < A < 14. 

X < 14 

Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là [5 ; 14). □ 

H3 Giải bất phương trình ylx 2 - 2x-ỉ5 < X - 3 . 




Ví dụ 4. Giải bất phương trình ^Ằ 2 - 4x > X — 3. 

Phản tích. Điều kiện xác định của bất phương trình đã cho là 

.V 2 - 4x > 0. (1) 

Để khử dấu căn chứa ẩn, ta xét hai trường hợp : 


Trường hợp ỉ 


X - 3 < 0. (2) 

Hiển nhiên, nghiệm chung của (1) và (2) là nghiệm của bất phương trình đã 
cho. Nói một cách khác, trong trường hợp này, bất phương trình đã cho tương 
đương với hệ gồm hai bất phương trình (1) và (2). 


Trường hợp 2 


* - 3 > 0. (3) 

Với các điều kiện (1) và (3), bất phương trình đã cho tương đương với bất 
phương trình 

JC 2 - 4x > (x - 3) 2 . (4) 

Hiển nhiên (4) kéo theo (1). Do dó, nghiệm chung của hai bất phương trình 
(3) và (4) là nghiệm của bất phương trình dã cho. Nói cách khác, trong trường 
hợp này, bất phương trình đã cho tương đương với hệ gổm hai bất phương 
trinh (3) và (4). 

Sau đây là bài giải ví dụ 4. 


Giải . Bất phương trình dâ cho tương đương với 

t ^ s 


(I) 


X -4x>0 
X - 3 < 0 


hoặc (II) 


*-3>0 

X 2 -4x >(x-3) 2 . 


Ta có 


( 1)0 


(II)O 


X < 0 hoặc X > 4 
x<3 

x>3 


o x<0. 


o i 


x>3 


2x>9 

Nghiệm của bất phương trình đã cho là 


9 o ,r>—* 
2 


* <0 và X > 

2 

(9 \ 

Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là (-<30 ; 0] u — ; +<x> 


\2 


J 


H4 Giải bất phương trình Vr" 


[ >x + 2. 



Câu hỏi và bài tập 

65. Giải các phương trình và bất phương trình sau : 

a) x 2 -5x + 4 =jc 2 +6jc + 5; b) \x- 11 -lx- 1 ; 

c) - X 2 + * - 1 < 2x + 5 ; d) - JC < Jt 2 -1 . 

66. Giải các phương trình sau : 

a) \Ì2x 2 + 4x - 1 = Jt + l ; b) yỊÃỹ + 101* + 64 = 2(jr + 10)<; 

c) 4x 2 + 2x = -2* 2 - 4x + 3 ; d) ^(jr + l)(jr + 2) = X 2 +3x - 4, 

Hướng dẫn. c) Đặt y = VX 2 + 2x, _y > 0 ? ta được phương trình y~- 2y 7 + 3. 

s' d) Vì (x + l)(jf + 2) = * 2 + 3 jc + 2 nên đật y = yjx 2 + 3,v + 2 , y > 0, ta được 

2 

phương trình y = y - 6. 

67. Giải các bất phương trình : 

a) \jx 2 + X - 6 < JC - 1 ; b) %/2.r - 1 < 2x - 3 ; 

c) yllx 2 - 1 > 1 - X ; d) %/a 2 - 5a ” 14 > 2* - L 

68. Tìm tập xác định cùa mòi hàm số sau : 




Bài đọc thêm 



XÉT DẤU PHÂN THỨC HỮU TỈ 
BẰNG PHƯƠNG PHÁP KHOẢNG 


Biểu Ihức có dạng -TịĩỊ, trong đó pix) và Q(x) là những đa thức, được gọi là một 

Q{x) 

phân thức hữu ti 

Người ta chứng mình được rằng : Nếu các đa thức P(x) và Q{x) có các nghiệm 
x h x 2 >-. x n đỏi một khác nhau và Xị< x 2 < ... < x„ thì trên mỗi khoảng 

(”Ị JTị ), {Aị I A2)»...i(Ajj — Ị í T "l - ®}), 

phân thức giữ một dấu không đổi. 

Áp dụng điều khẳng định trên, muốn xác định dấu của trên mỏi khoảng đả 

nêu, ta chỉ cần tính gíá trị của phân thức tại một điểm nảo đó của khoảng. 

Phương pháp được sử dụng để xét dấu phân thức hũu tỉ trong các ví dụ sau đây . 
được gọi là phương pháp khoảng. 


Ví dụ 1 . Xét dấu của phân thức hữu tỉ 


/M= 


2x 3 +3x 2 -2 a-3 

X 2 -x—12 


Giải. Tử thức 

2x + 3x 2 - 2a - 3 = 2a(a‘ 2 - 1) + 3(a 2 - I) = (2x + 3)<JC + l)(jt - 1) 

3 

có các nghiệm là , -1 và I . 

2 

Mầu thức lả tam thức bâc hai có các nghiệm là -3 và 4. 

Ta viết phân thức dưới dạng 

(^* + 3)(.*+i)(-t-i) 

■ (* + 3)(*-4) 

và sắp xếp các nghiệm của tử thức và mẫu thức còaýtx) theo thứ tự tăng dần 

-3, ”, -1, 1,4. 

2 

Các nghiệm này chia M thành sáu khoảng 


(-O 0 ; -3), -3;-f , , (-1; I), (ỉ ; 4) và (4 ; +<x>). 



Ta xác đình dấu củajịx) trên mỗí khoáng đã nêu. 

Ta cóyỊO) = ~ > 0, do đó J*U) > 0 trên khoảng (-1 ; 1). Khi X qua điểrrự, chì có nhị 

thức X - 1 đổi dấu, các nhị thức khác đểu giữ nguyên dấu; do đó J{x) đổi dấu. Vì vậy, 
Jịx) < 0 trên khoảng (1 ; 4). Khi X qua điểm -1, chỉ có nhị thức X 4- 1 đổi dấu, do đó/U). 

đổi dấu. Vì vậy/U) < 0 trên khoảng J Dấu của f(x) trên các khoảng còn lại 

được xác định một cách tương tự và ta được bảng xét dấu sau : 


x 

—00 


-3 

3 

2 

-í 1 4 

+00 

M 


— 

II 

+ 0 

.0 + 0-11 

+ 


Ví dụ 2. Xét dấu biểu thức 

P(x) - (/ + 2x + l)(2x - 1)U 2 - 5x + 4). 

Giải. Tam thức bậc hai X 2 + 2x + 1 = (x + ỉ) 2 có nghiệm kép X = -1. Nghiệm của nhị 

I - 

thức bậc nhất 2x - 1 là Ỷ. Nghiệm của tam thức bậc hai X - 5x + 4 là 1 và 4. Ta viết 
biểu thức đã cho dưới dạng 

pự) = u + 1 )\lx - 1 )U - DU - 4). 

Các nghiệm cửa />U) sắp xếp theo thứ tự tăng dển là 

-l t -Ị-, 1 và 4. 

2 

Các nghiệm này chia R thành năm khoảng 

(-00 ; -1), í-l; iỊ ị ị ; 1ì. 0 :4) và (4 + 0 O). 

\ 2/ \2 J 

Ta xác định dấu của />(*) trên mỗi khoảng đã nêu. 

Ta cố P( 0) = -4 < 0. Do đó/U) < 0 trên khoảng (-1 ; ị). Khi X qua điểm ị, chí có nhị 

Ẩđ ér 

thức 2x - 1 đổi dấu. Do đó P(x) đổr dấu và ta có P(x) > 0 trên khoảng ; lj. Tuơng 

tự, P(x ) âm trên khoảng (ĩ; 4) và dương trên khoảng (4; +GO). 

Nhàn tử u + D 2 bằng 0 tạl điểm JC = -1. nhưng luôn dương với mọi * * -1 nên khi jr 
qua điểm -I, P(x) không đổi dấu. Do đó, P(x) < 0 trên khoảng (-00 ; -I). Ta có bảng xét 
dấu sau: 


X ”00 

-1 


1 

2 

1 


4 

+00 

• P(x) 

- 0 

— 

0 + 

0 

— 

0 

+ 



Luyện tập 


69. Giải các phương trình và bất phương trình sau : 


a) 


c) 


70. Giải các bất phương trình sau : 


a) 


JT - 5* + 4 


< X 2 + 6x + 5 ; 


CM 

1 

rỉ 

= 2 ; 

b) 

3* + 4 

x + ỉ 

X - 2 

2* - 3. 

* - 3 

> 1 ; 

d) 

2x + 3\ 


< 3 : 


b) 4* 2 + 4* - 2x + ì >5. 


71. Giải các phương trình sau : 

a) V 5* 2 ~ 6* ~ 4 = 2(x - l); b) yjx 2 + 3* + 12 = X 2 + 3*. 

72. Giải các bất phương trình sau : 

a) V * 2 + ó.* 4- 8 < 2* + 3 ; b) J =L —— > 1 ; 

V X 2 —3*10 

c) 6yj(x-2)(x-32) < X 2 - 34* + 48. 

Hướng dẫn . c) Đặt y = ^(* - 2)(* - 32) = V* 2 - 34* + 64 . 

73. Giải các bất phương trình sau : 

a) \/* 2 - * - 12 > * - 1 ; b) V* 2 - 4* “ 12 > 2* + 3 ; 

s yịx + 5 
c) ——— <1. 

1 — JC 


74. Tìm các giá trị của sao cho phương trình 

* 4 + (1 - 2 m)x 2 + m 2 -1=0 

a) Vô nghiệm ; 

b) Có hai nghiệm phân biệt; 

c) Có bốn nghiệm phân biệt. 

75. Tìm các giá trị của a sao cho phương trình 

(ứ - 1 )* 4 - ax 2 + a 2 - 1=0 
có ba nghiêm phân biệt. 



Gâu hỏi và bài tập ôn lập chương IV 


76. Chứng minh các bất đẳng thức : 

a) \a + b\ < 11 + ab\ với \aị < 1, \b\ < 1 ; 

b) —— + —— + ... + ~ > ị; với mọi n 6 N*; 

n + \ n + 2 ',2 n 2 

a + b a b .. . .- 

c) 7 “ , - ~— + ——“ với mọi a > 0, b > 0. Khi nào đắng thức xảy ra ? 

\+a+b\+a\+b 

77. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

a) a + b + c > yjãb + \lbc + >ỉcã vợi a ầ 0, b > 0, c > 0. Khi nào có đẳng thức ? 

b) a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 >abc{a + b + c) với mọi a, b, c e R. Khi nào có 
đẳng thức ? 


78. Tim giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 

a) /(*) = * + - ; b) £(*) = * ^ 2 • 

* 'Jx 2 + 1 

79. Tim các giá trị của tham số m sao cho hệ bất phương trình sau có nghiệm 

7 13* 13 

6 x 2 > 2 3 

m 2 x + 1 > m 4 - X. 

80. Với các giá trị nào của m, bất phương trình ịm 2 + lj* + m{x + 3) + 1 > 0 
nghiệm đúng với mọi * € [-1 ; 2] ? 

81. Giải và biện luận các bất phượng trình sau : 

a) ứ 2 x + 1 > (3ứ - 2)JC + 3 ; b) 2x 2 + (m - 9)x + m 2 + 3m + 4 > 0. 



82. Giải các bất phương trình sau : 
• X -2 

a) , > 0 ; 

X 2 - 9x + 20 



2* 2 - 10* + 14 
X 2 - 3* + 2 



83. Tìm các giá trị cùa m sao choM là tập nghiệm của môi bất phương trình sau : 

a) (m - 4)x 2 - (m - 6)x + m - 5 < 0 ; 

b) (m 2 - ì)x 2 + 2{m + l)jf + 3 > 0. 

84. Giải các phương trình sau : 

a) JC 2 — 2 jc — 3 = 2x + 2 ; b) y/x 2 - 4 = 2ịx - . 

85. Giải các bất phương trình sau : 

a) V* 2 - 4x - 12 < x-4; b) (x - 2 )\lx 2 +4 < X 2 - 4 ; 

c) yjx 2 - 8* > 2(jc + l) ; d) yjx(x + 3) < 6 — -K 2 - 3jc. 

86. Với các giá trị nào của ứ, các hệ bất phương trình sau có nghiệm ? 

_'x 2 -5x + 6<0 Í4*+.l <7 jé-2, ; 

a)^ M b) < 

ax + 4 < 0 ; - 2ơx + 1 < 0. 

Trong các bài tập từ 87 đến 89, mỗi bài có bôn phương án trả ỉời, trong đó 
chỉ có một phương án trả lời đúng , hãy chọn phương án đó. 

87. a) Tam thức bậc hai f(x) = X 2 + Ịl - VÌỊ* - 8 - 5 V 3 : 

(A) Dương với mọi X e R ; (B) Âm với mọi X G ; R ; 

(C) Âm vớí mọi X G ị-2 - V 3 ; 1 + 2yỈ3^j ; (D) Âm với mọi X G (—00 ; 1). 

b) Tam thức bậc hai f(x) = ^1 — yỊĩ^x 2 + (5 - 4 V 2 - 3 V 2 + 6 : 

(A) Dương vói mọi X G R ; (B) Dương với mọi X G Ị-3 ; V 2 j ; 

(C) Dương với.mọi X G ^-4 ; \Í2^ ; (D) Âm với mọi re 1, 

c) Tập xác định của hàm số y(jc) = ,/( 2 - v/i) JC 2 +{ 15 - 7 V 5 )25-loVs là 

(A)R; (B) (—00 ; 1) ; (C) [-5 ; 1] ; (D) [-5 ; s ]. 

88. a) Tạp nghiệm của bất phương trình 

(3 - 2 ^ã)x 2 - 2 ( 3^2 - 4 )* + 6 Í 2 V 2 - 3 ) < 0 ■. 

là 

(A) [-VĨ ; 3 V 2 ] ; (B) (-00 ; 1 ] ; (C) [-1 ;+ 00 ) ; (D) [-1 ; 3>/n 



b) Tập nghiệm cùa bất phương trình (2 + \ĩjx 2 + 3x - 14 - 4sJĨ > 0 là 

(A) R ; (B) (-00 ; -Jĩ ] w [2 ; + 00 ) ; 

(C) [ -2\Ịĩ ; 5]; (D) (-00 ; — >/7 ] u [1 ; + 00 ). 

c) Tập nghiệm của bất phương trình 

(x-l)(* 3 -l) 

—— - -±- - í _ < 0 

X 4- ^1 + 2>/2^x 4- 2 + V 2 

là 

(A) (-I-V 2 ; -V 2 ) ; (B) (-I-V 2 ; 1 ] ; 

(C) (-I-V 2 ; -V 2 ) u m ; (D)[l ; + 00 ). 

89. a) Nghiệm cùa phương trình Vx 2 + 10* - 5 = 2(x - 1 ) là 

(A) X = ^ ; (B) X = 3 - Vó ; 

4 

(C) X = 3 + Vã ; (D) Xj - 3 + Vó và x 2 = 2. 

b) Tập nghiệm của bất phương trình ^(x + 4)(6 - x) < 2(x + 1) là 

(A) [-2 ; 5]; (B) ;6 ; (C) [1 ; 6]; (D) [0 ; 7]. 

c) Tập nghiệm của bất phương trình J2(x - 2)(x - 5) > X - 3 là 

(A) 1-100 ; 2]; (B)(-oo;l] ; 

(C) (-00 ; 2] u [6 ; +oo) ; (D) (-00 ; 2] v_> [4 + S ; +oo). 
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Trong đời sống hiện nay, Thống kê đang ngày càng trở nên 
cần thiết và quan trọng đối với mọi ngành kinh tế xã hội. Thống 
kê giúp ta phàn tích các sô liệu một cách khách quan và rút ra 
nhlếu thông tin ẩn chứa trong các sò liệu đó. Đề hiểu đuợe điều 
dó T chúng ta cán biết cách trình bày các $ố liệu thống kê, cách 
tính các sổ dặc trưng của các số liêu và hiểu ý nghĩa của chúng. 
Chãc chản chúng ta sè tìm thấy các úng dụng của Thống kê 
ngay trong các hoạt dộng của truờng học. 





MỘT VÀI KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 


1, Thống kê là gì ? 

Những thông tin dưới dạng sô' liệu rất phổ biến trong lchoa học và đời sống. 
Khi đọc một tờ báo, nghe inôt bản tin trên truyền hình,... chúng ta thường bắt 
gặp những con số thống kê. 

I 

Thống kê là khoa học vé các phương pháp thu thập, tổ chức, trình bày, phân 
tích và xử lí sô'liệu. 

Thống kê giúp ta phân tích các số liệu một cách khách quan và rút ra các tri 
thức, thông tin chứa đựng trong các số liệu đố. Trên cơ sở này, chúng ta mới 
có thể đưa ra được những dự báo và quyết định đúng dần. Vì thế, thống kê cần 
thiết cho mọi .lực lượng lao động, đặc biệt rất cần cho các nhà quản lí, hoạch 
định chính sách. Ngay tờ đáu thế kỉ XX, nhà khoa học người Anh, Oen 
(H.G.Well) đã dự báo như sau : "Trong một tương lai không xa, kiến thức 
thông kê và tư duy thông ké sể trỏ thành một yếu tố không thể thiếu được 
trong học vấn phổ thông của mối cổng dán, giống như là khả nâng biết đọc 
biết viết vậy". 

2. Mâu sô liệu 

• ở lớp 7, ta dã làm quen với khái niêm dấu hiộư, đơn vị điều tra và giá trị của 
dấu hiệu. 

Ví dụ. Để điều tra về số học sinh trong mỗi lớp học ở cấp Trung học phổ 
thông (THPT) của Hà Nội, người điều tra dến một số lớp học và ghi lại sĩ số 
của mồi lớp đó. Sau dây là một đoạn trích từ sổ cổng tác của người điều tra : 



STT 

Lớp 

Số học sính 

1 

1CM 

47 

2 

105 

55 

3 

10C 

48 

4 

10 D 


5 

10 E 


6 

ÌIA 

45 

7 

115 

53 

8 

11C 

48 

9 

11D 

54 


ÌÌE 

55 


Trong ví dụ ưên, dấu hiệu X là số học sinh của mỗi lớp, dơn vị điều tra lá một 
lớp học cấp THPT của Hà Nội, giá trị của dấu hiệu X (kí hiệu x) ở lớp 10/4 là 
47, ở lớp 105 là 55,... 

Một tập con hữu hạn các đơn vị điều tra được gọi là một mẫu. Sô' 
phần tử của một mẫu được gọi là kích thước mẫu. Các giá trị của 
dấu hiệu thu được trên mẫu được gọi ỉà một mẫu số liêu (mỗi giá trị 
như thế còn gọi là một số liệu của mầu). 

Nếu các số liệu trong mẫu được viết thành dây hay thành bảng thì ta còn gọi mẫu 
số liệu đó là dãy sô'liệu hay bảng sô liệu. 

Trong ví dụ trên, chúng ta có môt mẫu là các lớp {10/4 ; 102?; 10C ;; 11£>; 11 E} 
và mẫu số liệu là {47 ; 55 ; 48 ;...; 54; 55}, kích thước mảu bằng 10. 

* Nếu thực hiện điều tra trên mọi dơn vị điều ưa thì đó là điều tra toàn bộ. 
Nếu chỉ điều ưa ưên một mẫu thì độ là điều tra mẫu. 


ÍHI Người điều ừa phải kiểm định chất lượng các hộp sữa của một nhà máy chế 


biến sữa bằng cách mỏ hộp sữa để kiềm tra. Cô thề điêu tra toàn bộ hay không ? 


• Điều ưa toàn bộ đôi khi không khả thi vì số lượng các đơn vị điểu ưa quá 
lớn hoặc vì khi muốn điểu ưa thì phải phá huỷ dơn vị điều ưa. Chúng ta 
thưòng chi điều tra mẫu và phân tích xử lí mẫu số liệu thu được. 







Câu hỏi và bài lập 

1. Để điều tra số con trong mỗi gia đình ở huyện 4, ngưòi ta chọn ra 80 gia đình, 
thống kê số con của các gia đình đó và thu được mảu số liệu sau : 

2432022345 
2252122232 
5273422232 
3521244343 
4444251443 
34 14424442 

32345625 14 

1 6 5 2 1 12 4 3 1. 

a) Dấu hiộu và đơn vị điều tra ở đây là gì ? Kích thước mẫu là bao nhiêu ? 

b) Hãy viết các giá trị khác nhau trong mẫu số liệu trén. 

2. Điểu tra về điện năng tiêu thụ trong một tháng (tính theo kW.h) của 30 gia 
đình ở một khu phố 4, người ta thu được mẫu sổ liệu sau : 


165 

85 

65 

65 

70 

50 

45 

100 

45 

100 

100 

100 

100 

90 

53 

70 

141 

42 

50 

150 

40 

‘ 70 

84 

59 

75 

57 

133 

45 

65 

75. 


Củng hỏi tương tự như trong bài tập 1. 

TRÌNH BÀY MỘT MÂU SỐ LIỆU 



ỉ. Bảng phán bô tần sô - tần suất 

Ví dụ 1 . Khi điều tra về năng suất của một giống lúa mới, điều tra viên ghi lại 
năng suất (tạ/ha) của giống lúa đó trẽn 120 thửa ruộng có cùng diện tích lha. 
Xem xét mẫu số liệu này, điều tra viên nhận thây : 



10 thửa ruộng cùng có năng suất 30 ; 
20 thửa ruộng cùng có nàng suất 32 ; 
30 thửa ruộng cùng có năng suất 34 ; 
15 thửa ruộng cùng có nãng suất 36 ; 
10 thửa ruộng cùng có năng suất 38 ; 
10 thửa ruộng cùng có năng suất 40 ; 
5 thửa ruộng cùng có năng suất 42 ; 
20 thửa ruộng cùng có năng suất 44. 


Trong mẫu số liệu trên chỉ có tám giá trị khác nhau là : 30 ; 32 ; 34 ; 36 ; 38 ; 
40 ; 42 ; 44. Mỗi giá trị này xuất hiện một số lần trong mẫu số liệu. □ 

Số lần xuất hiện của mồi giá trị trong mẩu số liệu được gọi là 
tẩn số của giá trị đó. 

Ta có thể trình bày gọn gàng mẫu số liệu trẻn trong bảng phân bố tẩn sớ'(gọi 
tắt là bảng tẩn sổ) sau đây. 

Giá trị (x) I 30 I 32 I 34 I 36 38 I 40 I 42 I 44 


Tần số (n) 10 20 30 


20 jV = 120 


Bảng ỉ 


Nếu muốn biết trong 120 thửa ruộng, có bao nhiêu phẩn trăm thửa ruộng có 
năng suất 30, 32,... ta sẽ phải tính thêm tần suất của mỗi giá trị. 

Tần suất fị của giá tỉị Xị là tỉ sổ'giữa tần sốn -Ị và kích thước mẩu N 

f. — 

. N 

Người ta thường viết tần suất dưới dạng phần tràm. 

Bổ sung thêm một hàng tần suất vào bảng 1, ta nhận được bảng phân bố tần 
sô'- tần suất (gọi tắt là bảng tần sỗ'- tần suất) sau đây. 


Giá trị 

30 

32 

34 

36 

38 

40 

42 

44 

Tần số 

10 

20 

30 

15 

10 

10 

5 

20 

Tần suất % 

oo 

16,7 

25,0 

12,5 

8,3 

8,3 

4,2 

16,7 


Bảng 2 

CHÚ Ý 

a) Trên hàng tần số, người ta thường dành một ô để ghi kích thước 
mẫu N. Kích thước mẫu N bằng tổng các tần số. 

b) Có thể viết bảng tần sô' - tần suất dạng "ngang" (như bảng 2) 
thành bảng "dọc" (chuyển hàng thành cột như bang 3). 






































ÍHĨ Thống kê điểm thi môn Toán trong kì thi vừa qua của 400 em học sinh cho ta 
bảng sau đây. 


Điểm bài thí 

w A * 1 

Tân so 

Tần suâ't (%) 

0 

, 

1,50 

1 

15 

3,75 

2 

43 

10,75 

3 

53 

13,25 

4 

85 

21,25 

5 


18,00 

6. 

55 


7 

33 

... 

8 

18 • 


9 

10 


10 

10 

■ ■ • 


N =400 



* Bàng 3 

Điền tiếp các số vào các chỗ trổng (...) ỏ cột tần số và cột tẩn suất trong bảng 3. 


2. Bảng phân bô tần số - tần suất ghép lớp 

Ví dụ 2. Chọn 36 học sinh nam của một trường THPT và đo chiều cao của họ, 
ta thu được mẫu số liệu sau (đcm vị: cm). 

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164 

165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168 

168 168 169 169 170 171 171 172 172 174. 

Để trình bày mẫu sô liệu (theo một tiêu chí nào đó) được gọn gàng, súc tích, 
nhất là khi có nhiều số liệu, ta thực hiện việc ghép số liệu thành các lớp . ở 
đây, ta ghép các số liộu trên thành nàm lớp theo các đoạn có độ dài bằng 
nhau. Lớp thứ nhất gổm các học sinh có chiều cao nằm trong đoạn [ 160 ; 162], 
lớp thứ hại gổm các học sinh có chiều cao nằm trong đoạn [ 163 ; 165],.... Khi 
■ đó, ta sẽ có một bảng như sau : 


Lớp 

Tần sò 

[160; 162] 

6 

[163 ; 165] 

12 

[166; 168] 

10 

(169; 171] 

5 

[172; 174] 

3 


'O 

11 

* 


Bảng 4 




Trong bảng 4, tần sởcủa mối lớp là số học sinh trong lớp đó. 

Bảng 4 được gọi là bảng phân bố tần sô ghép lớp (gọi tắt là bảng tần số 
ghép lớp ). 

Bổ sung một cột tần suất vào bảng 4, ta nhận được bảng 5 sau 


Lớp 

Tần sò 

Tần suất (%) 

[160; 162] 

6 

16,7 

[163 ; 165] 

12 

33,3 

[166; 168] 

10 

- •• 

[169; 171] 

5 

»•« 

[172; 174] 

3 

♦ « m 


vo 

co 

II 

* 



Bảng 5 * 

Bảng 5 được gọi là bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp (gọi tắt là bảng 
tần số- tần suất ghép lớp). 


H2| Hãy điền các số vào chỗ trống (...) ỏ cột tần suất trong bảng 5. 


Trong nhiều trường hợp, ta ghép lớp theo các nửa khoảng sao cho mút bên 
phải của một nửa khoảng cũng là mút bên trái của nửa khoảng tiếp theo. 
Chẳng hạn, trong ví dụ 2, ta có thể ghép các số liệu thành năm lớp với các 
nửa khoảng [159,5 ; 162,5); [162,5; 165,5);.... Ta có bảng sau 


Lớp 

Tần số 

Tần suất (%) 

[159,5; 162,5) 

6 

16,7 

[162,5; 165,5) 

12 

33,3 

[165,5; 168,5) 

10 

27,8 

[168,5 ; 171,5) 

5 

ttl 

[171,5; 174,5) 

3 

... 

• 

N = 36 



Bảng 6 


3. Biểu đồ 

Tục ngữ có những câu : "Trăm nghe không bằng một thấy" ; "Một hình ảnh 
giá trị hơn ngàn ỉời nói". Để trình bày mầu số liệu một cách trực quan sình 





động, dễ nhớ và gây ấn tượng, người ta sử dụng biểu đồ. Sau đây là mội sò 
biểu đổ thông dụng nhất. 

a) Biểu dồ tần số, tán suất hình cột 

Biểu đổ hình côt là một cách thể hiện 
rất tốt bảng phân bố tần số (hay tần 
suất) ghép lớp. 

Ví dụ 3* Xét bảng phân bố tần số (bảng 4) 
chiều cao cùa 36 học sinh trong ví dụ 2. 

Hình 5,1 là biểu đồ tần số hình cột thể 
hiện bảng 4 với cách vẽ như sau : 

Vẽ hai đường thẳng vuông góc. 

Trên đường thẳng nằm ngang (dùng làm 
trục số), ta đánh dấu các đoạn xác định 
lớp, bắt đầu từ đoạn [160 ; 162] cho tới 
đoạn [172; 174]. ’ 

Tại mỗi đoạn, ta dựng lên một cột hình 
chữ nhật vói đáy là đoạn đó, còn chiều 
cao bằng tần sô cua lớp mà đoạn đó 
xác định. 

Hình thu được đó là biểu đồ tần sô' 10- 
hinh cột . □ 

• Đối với cách ghép lớp như ở bảng 6, ta 
thể hiện bảng phân bố tần số bằng biểu 
đổ hình cột như hình 5.2. Trong trường 
hợp này giữa các cột không có "khe hở”. 

Chúng ta cũng có thể dùng biểu đổ hình 
cột để thể hiện bảng tần suất ghép lớp 
gọi là biểu đồ tần suất hình cột. Trong 
trường hợp này, cột hình chữ nhật sẽ có 
chiều cao bằng tần suất (tính theo %). 


Hình 5.1 


12 + 



159,5 162,5 165,5 168,5 171,5 174,5 
Hình 5.2 


H3 Hãy vẽ biểu đồ tần suất hình cột thể hiện bảng 5. 


b) Đường gấp khúc tần số, tần suất 

Bảng phân bố tần số ghép lóp cũng có khi được thể hiện bằng một biểu dồ 
khác gọi là đường gấp khúc lổn số. 




























Ví dụ 4. Xét bảng phản bố tần số trong ví dụ 2 (bảng 4). Đường gấp khúc tần 
số thê hiện bảng 4 được vẽ như sau (h.5.3): 

■ Ta vẽ hai đường thẳng vuông góc. Trên đường thảng nằm ngang (dùng làm 
trục số), ta đánh dấu các điểm >4], A 2 , A 3 , A 4 , A 5 , ở đó Aị là trung điểm của 
đoạn (hoặc nửa khoảng) xác định lớp thứ i (i i - 1,2,..., 5). Tại mỗi điểm Aị, ta 
dựng đoạn thẳng AịMị vuông góc với đường thẳng nằm ngang và có độ dài bằng tẩn 
số của lớp thứ i ; cụ thể là A]Mị = 6 , A 5 AÍ 5 = 3. Vẽ các đoạn thảng MịM 2 , 
M 2 M 3 , M3M4, M a M 5 , ta được một đường gấp khúc. Đó là đường gấp khúc 
tấn sô thể hiện bảng 4. □ 



Hình 5.3 

• Nếu độ dài đoạn thẳng AịMị được lấy bằng tần suất của lớp thứ i thì khi vẽ 
các đoạn thẳng MjM 2 , M 2 M 3 , M4M5, ta được một đường gấp khúc gọi là 

đường gấp khúc tần suất. 


H4| Hãy điền các số vào chỗ trống trong bảng 6 rồi vẽ đường gấp khúc tần suất 


thể hiện bảng đó. 


c) Biểu đồ tần suất hình quạt 

Biểu đổ hình quạt rất thích hợp cho việc thể hiện bảng phân bồ' tán suất ghép 
lớp. Hình tròn được chia thành những hình quạt. Mồi lớp được tương ứng với 
một hình quạt mà diện tích của nó tỉ lệ với tần suất của lớp đó. 








Ví dụ 5. Hình 5.4 là biểu đồ tần 
suất hình quạt thể hiên bảng 5 . 
Cách vẽ như sau : Lớp thứ nhất 

[160 ; 162] chiếm 77 = 7 - * 16,7% 

36 6 

của kích thước mẫu, Do đó, hình 

quạt tương ứng sẽ chiếm ị hình 

6 

tròn, Số đo góc của hình quạt này 
là ^ của 360°, tức là 60°. Ta dừng 



Hình 5 A 

thước đo góc để dựng hình quạt nóí trên. Tương tự, ta dựng hình quạt cho các 
lớp còn lại. Hình thu được gọí là biểu đồ tần suất hình quạt thể hiên bảng 5. □ 


CHÚ Ý 

Các biểu đổ hình cột và biểu dồ hình quạt được sử dụng không chỉ 
nhằm minh hoạ bằng hình ảnh bảng phần bố tần số - tần suất ghép 
lớp mà còn được sử dụng rộng rãi trong việc minh hoạ các số liệu 
thống kê ở các tình huống khác. Xem các biểu đồ dưới đây trích ra 
từ Thời báo kinh tế Việt Nam 16-12-2002. 


NHU CẦU VỐN CHO HẠ TẦNG GIAO THÔNG 
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Câu hỏi và bàỉ tập 


3. Trong một giải bóng đá học sình, người ta tổ chức một cuộc thi dự đoán kết 
quả của 25 trận đáng chú ý nhất. Sau đây là số phiếu dự đoán dung của 25 
trận mà ban tổ chức nhận được : 

54 75 121 142 154 159 171 189 203 211 225 247 251 

259 264 278 290 305 315 322 355 367 388 450 490. 

Hãy lập bảng tần sô' - tần suất ghép lớp gồm sáu lớp : lớp đầu tiên là đoạn 
[50 ; 124], lớp thứ hai là đoạn [125 ; 199],... (độ dài mỗi đoạn là 74). 

4. Một trạm kiểm soát giao thông ghi tốc độ (kiti/h) của 30 chiếc xe ô tô điqua 
trạm như sau : 

53 47 59 66 36 69 83 77 42 57 51 60 78 63 46 

63 42 55 63 48 75 60 58 80 44 59 60 75 49 63. 

Hãy lập bảng tần số - tần suất ghép lớp (chính xác đến hàng phần nghìn) 
gổm sáu lớp : lớp đầu tiên là đoạn [36 ; 43], lớp thứ hai là đoạn [44 ; 51],... 
(độ dài mỗi đoạn là 7). 

5. Điều tra về số đĩa CD của 80 gia đình, điều tra viên thu được bảng tần số - 
tần suất sau: 



a) Điền các số vào chỗ trống (...) ở cột tần suất. 

b) Vẽ biểu đổ tần số hình cột. 

c) Vẽ biểu đồ tần suất hình cột. 

d) Vẽ biểu đổ tần suất hình quạt. 






Luyện tập 


6. Doanh thu của 50 cửa hàng của một cồng ti trong một tháng như sau (đơn vị: 
triệu đồng) 

120 121 129 114 95 88 109 147 118 148 128 71 93 67 62 

57 103 135 97 166 83 114 66 156 88 64 49 101 79 120 

75 113 155 48 104 112 79 87 88 141 55 123 152 60 83 

144 84 95 90 27. 

a) Dấu hiệu, đơn vị điều tra ở dây là gì ? 

b) Lập bảng tần số - tần suất ghép lớp gồm bảy lớp : lớp đầu tiên là nửa 
khoảng [26,5 ; 48,5), lớp tiếp theo là nửa khoảng [48,5 ; 70,5),... (dộ dài mỗi 
nửa khoảng là 22). 

c) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 

7. Một cuộc điều tra 50 nhà nhiếp ảnh nghiệp dư với câu hỏi : "Trong tháng 
trước anh (chị) sử dụng hết bao nhiêu cuộn phim 7' cho kết quả như sau : 

5 33 1 4 3 43 6.8 453 42 47 

659 66670 11 3 12 47 14 0 24 

4 3 5 15 0 10 4 5 2 3 5 1 8 1 2 12. 

a) Dấu hiệu, đơn vị điều tra ở đây là gì ? 

b) Lập bảng tần số ghép lớp, với lớp đầu tiên là đoạn [0 ; 2J, lớp tiếp theo là 
đoạn [3 ; 5J,..., lớp cuối cùng là đoạn [15 ; 17] (độ dài mỗi đoạn là 2). 

c) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 

8. Một thư viện thống kê số người đến đọc sách vào buổi tối trong 30 ngày của 
tháng vừa qua như sau : 

85 81 65 58 47 30 51 92 85 42 55 37 31 82 63 

33 44 93 77 57 44 74 63 67 46 73 52 53 47 35. 

a) Lập bảng tần số - tần suất ghép lớp (chính xác đến hàng phần ưăm), với lớp 
đầu tiên là đoạn [25 ; 34], lớp tiếp theo là đoạn [35 ; 44], ..., lớp cuối cùng là 
đoạn [85 ;94] (độ dài mỗi đoạn là 9). 

b) Vẽ biểu đổ tần suất hình cột. 




CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG CỬA MẪU SỐ LIỆU 


Để nhanh chóng nắm bắt được những thông tin quan ữọng chứa đựng trong 
mẫu sớ liệu, ta đưa ra một vài chỉ số gọi là các sổ đặc trưng của mẫu số liệu. 


1. Số trung bình 

• Giả sử ta có một mẫu số liệu kích thước N là *], ..., X N . ở lớp dựới, 

ta đã biết số trung bình (hay số trung bình công) của mẫu số liệu này, kí hiệu 
là X , được tính bởi công thức 

X - —-^77 -—. • (1) 

N • 

N 

Để cho gọn, ta kí hiệu tổng X ] + *2 + ... + X N là và đọc là "tổng của các*; 

Ỉ“1 


với ỉ chạy từ 1 đến N'\ Với kí hiệu này, công thức (1) được viết gọn là 



♦ Giả sử mẫu số liệu được cho dưới dạng một bảng phân bố tần số (bảng 7): 


Giá trị 

x 2 

. 

Tần số 

«1 «2 n m 

N 


Bảng 7 


Khi đó, công thức tính số trung bình (1) trở thành 

7 n ì x í +n 2 x ĩ +... + n m x m 1 ^ 

N ~Ntí ii ' 

m 

trong đó Uị là tần số của số liệu *;,(/ =1,2,.... m), = N. 

i~ ] 

• Giả sử mẫu sô liệu kích thước N được cho dưới dạng bảng tần số ghép lớp. Các 
số liệu được chia thành m lớp ứng với m đoạn (bảng la) hoặc m lớp ứng với 




m nủa khoảng (bảng Ib). Ta gọi trung điểm Xị của đoạn (hay nửa khoảng) ứng 
với lớp thứ i là giá trị đại diện cùa lớp đó. 



Lớp 

Giá trị đại diện 

Tần số 

[ct\ ; a 2 ) 

• x \ 


[a 2 ; aỷ 
■ • 

x 2 . 

n Ị 

[ a m í a m +l) 


n m 


• 

m 

N = Ỹ."I 



M 


Bảng 7b 


Khi đó, số trung bình của mẫu số liệu năy được tính xấp xỉ theo công thức 

1 ^ 


Ví dụ 1. Một nhà thực vật học đo chiều dài của 74 lá cây và thu dược bảng tần 
số sau (đơn vị: mm): 


Lớp 

Giá trị đại diện 

Tần sô 

[5,45; 5,85) 

5,65 

5 

[5,85; 6,25) 

6,05 

9 

[6,25 ; 6,65) 

6,45 

15 

[6,65 ; 7,05) 

6,85 

19 

[7,05; 7,45) 

7,25 

16 

[7,45 ; 7,85) 

7,65 

8 

[7,85 1 8,25) 

8,05 

2 



N -74. 
















Khi đó, chiều dài trung bình của 74 lá này xấp xỉ là 

s . 5,65 + 9 ■ 6,05 + +8.7.65 + 2 . MẼ .6,80(mm). □ 

74 

Ý nghĩa của số trung bình 

Sô trung bình của mẫu số liệu được dùng làm đại diện cho các sô 
liệu của mẫu. Nó là một sô đặc trưng quan trọng của mẫu sô liệu . 

Chẳng hạn, nếu biết rằng thời gian trung bình để điều tộ khỏi bệnh A đối với 
bệnh nhân nam là 5,3 ngày, đối với bệnh nhân nữ là 6,2 ngày thì ta có thể cho 
rằng nói chung với bệnh A thì bệnh nhân nam chóng bình phục hơn so với 

bệnh nhân nữ. 

Tuy nhiên, khi các số liệu trong mẫu có sự chênh lệch rất lớn đối với nhau thì 
số trung bình chưa đại diện tốt cho các số liệu trong mẫu. 

Ví dụ 2. Một nhóm 11 học sinh tham gia một kì thi. Số điểm thi của 11 học 
sinh đó dược sắp xếp từ thấp đến cao như sau (thang điểm 100): 

0; 0 ; 63 ; 65 ; 69 ; 70 ; 72 ; 78 ; 81 ; 85 ; 89. 

Số trung bình là 

0 + 0 + 63 +... + 85 + 89 ' 

-—-«61,09. 

11 

Quan sát dãy điểm trên, ta thấy hầu hết các em (9 em) trong nhóm có số điểm 
vượt số trung bình. Như vậy, số trung bình này không phản ánh đúng trình độ 
trung bình của nhóm. Trong trường hợp này, có một số đặc trưng khác thích 
hợp hơn đó là số trung vị. □ 

2. Số trung vị 

Giã sử ta có một mầu số liệu kích thước N được sắp xếp theo thứ 

yv +1 

tự không giấm , Nếu N ỉà một số lẻ thì số liệu âíúĩg thứ ■ 

(số liệu đứng chinh giữa) gọỉ là sô trung vị. Nếu N là một số 

chẵn, ta lấy trung bình cộng của hai số liệu đứng thứ ^ và 

N . 

— +• 1 làm sô trung vị. 

Số trung vị được kí hiệu là M e . 



Ví dụ 3. Điều tra về số học sinh trong 28 lớp học, ta được mẫu số liệu sau 
(sắp xếp theo thứ tự tăng dần) : 


38 39 3 9 40 40 40 40 40 40 41 41 41 

43 43 43 43 44 44 44 44 44 45 45 46 

Số liệu đứng thứ 14 là 42, đứng thứ 15 là 43. Do vậy, số trung vị là 


_ 42 + 43 e 

M e = ——— = 42,5. 


42 

47 


42 

47 

□ 


ED 

a) Tỉnh số trung vị cửa mẫu số liệu trong ví dụ 2. 

b) Tính số trung binh của mẫu sổ liệu trong vỉ dụ 3 và so sánh nó vói số trung vị. 


CHÚ Ý 


Khi các số liệu trong mầu không có sự chênh lệch quá lớn thì số 
trung bình và số trung vị xấp xỉ nhau. 



Đo chiều cao của 36 học sinh của một trường. 


theo thứ tự tăng (đơn vị: cm) : 


ta có mẫu số liệu sau, sắp xếp 


160 

161 

161 

162 

162 

162 

163 

163 

163 

164 

164 

164 

164 

'165 

165 

165 

165 

165 

166 

166 

166 

166 

167 

167 

168 

168 

168 

168 

169 

169 

170 

171 

171 

172 

172 

174 


Tỉm số trung vị của mẫu số liệu này. 


3. Mốt 

Cho một mẫu số liệu dưới dạng bảng phân bố tần số. Ta đã biết giá trị có tần 
số lốm nhất được gọi là mốt của mẫu số liệu và kí hiệu là M 0 . 

Ví dụ 4. Một cửa hàng bán quần áo thống kê số áo sơ mi nam đâ bán ra trong 
một quý theo các cỡ khác nhau và có được bảng tần số sau 


Cỡ áo (jt) 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

Số áo bán được ( n ) 

13 

45 

110 

184 

126 

40 

5 


Điều mà cửa hàng quan tâm nhất là cổ áo nào được khách hàng mua nhiều nhất. 
Bảng thống kệ trên cho thấy cỡ áo mà khách hàng mua nhiều nhất ỉà cỡ 39 (túc là 
giá trị 39 có tần số lớn nhất). Vậy giá trị 39 là mốt của mẫu số liệu này. □ 


CHÚ Ý 

Một mẫu số liệu có thể có một hay nhiều mốt. 



Ví dụ 5. Một cửa hàng bán 6 loại quạt với giá tiển ià 100, 150, 300, 350,400, 
500 (đơn vị là nghìn đồng). Số quạt của hàng bán ra trong mùạ hè vừa qua 
được thống kê trong bảng tần số sau 


Giá tiền (, X ) 

100 

150 

300 




SỐ quạt bán được (/ỉ) 

256 

353 

534 
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Ta thấy mẫu số liệu trên có hai mốt là 300 nghìn đồng và 400 nghìn đồng. 
Đó là giá tiền của hai loại quạt được khách hàng mũa nhiểu nhất. □ 


4. Phương sai và đô lệch chuẩn 

Ví dụ 6. Điểm trung bình từng môn học củaliai học sinh An và Bình trong 
năm học vừa qua dược cho trong bảng sau : 


Môn 

Điểm của An 

Điểm của Bình 

Toán 

8 

8,5 

Vật lí 

7,5 

9,5 

Hoá học 

7,8 

9,5 

Sinh học 

8,3 

8,5 

Ngữ văn 

7 

5 

Lich sử 
* 

8 

5,5 

Địa lí 

8,2 

6 

Tiếng Anh 

9 

9 

Thể dục 

8 

9 

Công nghệ 

8,3 

8,5 

Giáo dục công dân 

9 

10 


|H3| 

Bình. 


Tinh điểm trung bình ìkhông kể hệ sổ) cửa tất cả các môn học của An và của 
Theo em, bạn nào học khá hơn ? 


Nhìn vào bảng điểm, ta có ngay nhân xét là An học dều các môn, còn Bình thì 
không. Sự chênh lệch, biến động giữa các điểm của An thì ít, của Bình 
thì nhiều. 

♦ Để đo mức độ chênh lệch giữa các giá trị của mầu số liêu so với số trung 
bình, người ta đưa ra hai số đặc trưng là phương sai và độ lệch chuẩn . 




















Giả sử ta có mộỉ mầu số liệu kích thước N là [Xị, X N }. 

Phương sai của mầu số liệu này, kí hiệu là s 2 y được tính bài 
công thức sau 

trong đố X ỉà số trung bình của mẫu sổ liệu. 

Cấn bậc hai của phương sai được gọ ì là đô lệch chuẩn , kí hiệu ỉà s. 


N 

(3) 



Ý nghĩa của phương sai vổ độ lệch chuẩn 

Trong cồng thức (3), ta thấy phương sai là trung bình cộng của bình phương 
khoảng cách từ mỗi số liộu tới số trung bình. Như vậy, phương sai và độ lệch 
chuẩn do mức độ phân tán của các số liệu trong mẫu quanh số trung bình. 
Phưmg sai và độ lệch chuẩn càng lớn thì độ phân tán càng lớn. 


CHÚ Ý 

Có thể biến đổi công thức (3) thành 

(4) 

Sử dụng công thức (4) thuận tiện hơn trong tính toán. 

Trở lại ví dụ ở trên, ta hãy tính phương sai và độ lệch chuẩn điểm các môn 

a/ n 

học cùa An và Bình. Trước hết, ta tính các tồng ^ Xị và y ■*/. 

i=l |'-1 

Từ J số liệu ở cột điểm của An, ta có 

£>,.=89,1 ; £> 2 =725,11. 

/=1 i«l 

Từ số liệu ở cột điểm của Binh, ta có 
■ * 

£>=89; £>? =750.5. 

1=1 M 





Tiếp theo, ta thế các kết quả này vào công thức (4) để tìm s 2 . 

Phương sai và độ lệch chuẩn diêm các môn học của An là 

sĩ = 725,11 - í— T RS 0,309 ; í, s Vo, 3091 «0,556. 

^ ri i IIJ 

Phương sai và đỏ lệch chuẩn điểm các môn học của Bình là 

2 750,5 f 89Ỹ _ Ị- 

si = — - —— »2,764; S R » J2, 764 w 1,663. 

B 11 UI ) 

Ta thấy mức độ "học lệch" của Bình so với An được thể hiện qua việc so sánh 
hai phương sai : Phương sai điểm các môn học của Binh gấp gần 9 
(« 8,945) lần phương sai điểm các môn học của An. Điều đó phù hợp với 
nhận xét Bình học lệch hơn An. 

Ta cũng có thể so sánh độ học lệch của Bình và An thông qua việc so sánh hai 
độ lộch chuẩn. □ 

N N I 

Việc tính các tổng £ Xị và ỵ4 sẽ nhanh chóng nếu dùng máy tính bỏ túi. 

/=1 Ì =1 

(Xem bài đọc thêm để được hướng dẫn chi tiết về cách sử dụng máy tính bỏ 
túi trong tính toán thông kê). 

• Nếu số liệu được cho dưới dạng bảng phân bố tần số (bảng 7) thì phương sai 
dược tính bởi công thức 



Ví dụ 7. Sản lượng lúa (đơn vị là tạ) của 40 thửa ruộng thí nghiệm có cùng 
diện tích dược trình bày trong bảng tần sô sau đây. 


Sản lượng (x) 

20 

21 

22 

23 

24. 


Tần số (/í) 

5 

8 

11 

10 

6 



a) Tìm sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng. 

b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 

Giải. Trước hết, ta tính 

5 5 

2 ] riịXị = 884, rtịxf - 19 598. 

/=1 Í =1 
















a) Sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng là 

- 884 = 22,1 (tạ). 


X = 


40 


’ b) Theo công thức (5), ta có phương sai là 

884 


= 1,54. 


□ 


2 = 19598 __ ị 884 Ý 
5 ~ 40 ["40", 

Độ lệch chuẩn là 5 = yj 1,54 a 1,24 (tạ). 

• Giả sử mẫu số liệu được cho dưới dạng bảng phân bố tần số ghép lớp. Các số 

liệu được chia thành m lớp ứng với m đoạn (hoặc nừa khoảng). Gọi Xị là giá trị 
đại diện của lớp thứ i (xem bảng la, Ib). 

Khi đó, phương sai của mẫu số liệu này có thể tính xấp xỉ theo cồng thức (5). 
Ví dụ 8. Tính phương sai và độ lệch chuẩn của mầu số liệu cho ở ví dụ 1. 

Giải . Ta có 


7 

ỵ^nịXị =502,9, 

/=1 
7 

Y^nịỉị =3443,385. 

' M 

V, y ,= ,3±SH!-5§|ỉ» 0.347. 

74 74 2 

Độ lệch chuẩn là í SE ^0,347 » 0,589 (itrni). 


□ 


Câu hỏi và bài tập 

Trong các bài tập dưới đây, yêu cầu tính số trung bình, số trung vị, phương 
sai , độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng phần trâm). 

Có 100 học sinh tham dự kl thi học sinh giỏi Toán (thang điểm là 20). Kết quả 
được cho trong bảng sau đây. 


Điểm 

Đ 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 


Tần số 

O 

1 

3 

5 

8 

13 

19 

24 

14 

10 

2 

yv= 100 


a) T£nh số trung bình. 

b) Tíhh số trung vị và mốt. Nêu ỷ nghĩa của chúng. 

c) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 


















10. Người ta chia 179 củ khoai tây thành chín lớp căn cứ ưên khối lượng của 
chúng (đơn vị là gam). Ta có bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 



Tần số 


1 

[20; 29] 

14 


21 


73 


42 

[60; 69] 

13 

[Ktnwjj 

9 

Igu 

4 

KiìltSI 

2 


as 

II 


Tính khối lượng trung bình của một củ khoai tây. Tìm phương sai và dồ 
lệch chuẩn. 

11. Bảng sau dây trích từ sổ theo dõi bán hàng của một cửa hàng bán xe máy. 


Sô xe bán trong ngày 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

Tần sô 

2 

13 

15 

12 

7 

3 


a) Tìm số xe trung bình bán được trong một ngày. 

b) Tìm phương sai và đô lệch chuẩn. 


Luyện tập 

Trong các bài tập dưới dãy, yêu cầu tính số trung bình, số trung vị, phương 
sai, độ lệch chuẩn chính xác đến hàng phần trăm. 

12. Số liệu sau đây cho ta lãi (quy tròn) hàng tháng của một cửa hàng trong năm 
2005. Đơn vị là triệu dồng. 


Tháng 

1 

2 

3 

a 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Lãi 

12 

15 

18 

13 

13 

16 

18 

14 

15 

17 

20 

17 


a) Tìm sổ trung bình, số trung vị. 

b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 


13. Một cửa hàng vật liệu xây dựng thông kê số bao xi măng bán ra trong 23 ngày 
cuối năm 2005. Kết quả như sau : 

47 54 43 50 61 36 65 54 50 43 62 59 36 45 45 33 53 67 
21 45 50 36 58. 












































a) Tun số trung bình, số trung vị. 

b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 

14. SỐ lượng khách đến tham quan một điểm du lịch trong mỗi tháng được thống 
kê trong bảng sau đây. 


Tháng 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

Sô khách 

430 

560 

450 

550 

760 

430 

525 

110 

635 

450 

800 

950 


a) Tìm số trung bình, sồ trung vị. 

b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn, 

15. Trên hai con đường A và B, trạm kiểm soát đã ghi lại tốc độ (km/h) của 30 
chiếc ô tô trên mỗi con đường như sau : 

Con đường A: 60 65 70 68 62 75 80 83 82 69 73 75 85 72 67 

88 90 85 72 63 75 76 85 84 70 61 60 65 73 76, 

Con đưcmg B: 76 64 58 82 72 70 68 75 63 67 74 70 79 

80 73 75 71 68 72 73- 79 80 63 62 71 70 

74 69 60 63. 

a) Tìm số trung bình, số trung vị, phương sai và độ lệch chuẩn của tốc độ ô tô 
trên mỗi con đường A, B. 

b) Theo em thì xe chạy trên con đường nào an toàn hơn ? 


Bài đọc thêm 




sử DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI TRONG THỐNG KÊ 


Máy tính bỏ túi (MTBT) là công cụ hỗ trợ rất đắc lực cho việc học Thống kê. Nhờ 
MTBT, Thống kê đã trở nên dê học và dễ ứng dụng. 

Chẳng han, đối với máy CASIO fx - 500MS, để tính số trung bình, phương sai và độ 
lệch chuẩn, chúng ta cần làm trình tự theo các bước sau : 

1} Đầu tiên, để vào chế độ tính toán thống kê, ta ấn 

MODEỊ |~2~| 

2) Giả sử mẫu Số liệu là jCj, x 2> ..., x n . Để nhập số liệu, ta ấn 




DT 




Để nhập mẫu số lỉệu JCJ, trong đó x t có tần số Hịy (ì - 1, 2,.... nt), ta ấn 


m 


SHIFT 1 m ", í 

DT 


SHIFT 

13 «2 

DT 

SHIFT 1 m n„ 

[DT 

} 

1 




3) Nhập dữ liệu xong, để tính số trung binh X , ta ấn 

SHIFT I |s - VARl [TỊ 0 


4) Để tính độ lệch chuẩn ta ấn 

SHIFTI Is - VARl [ 2 ] g 


5) Để tính phương sai s 2 (lấy bình phương của độ lệch chuẩn), ta ấn tiếp 

0 . 


Ví dụ 1. Tính số trung binh, phương sai, độ lệch chuẩn điểm các mồn học cỏa An ở 
ví dụ 6, §3. 

Sau khi thực hiện bước 1, để nhập dữ liệu, ta ấn 
2)8 


DT 


7,5 


DT 


...9 


DT 


3) Để tính trung bình X , ta án 

SHĩFT I IS - VARl ỊTỊ 2 


Kết quả X = 8,1, đó là SỐ trung bình cần tìm. 

4) Để tính độ lệch chuẩn s, ta ấn 

SHIFT I Is- VARl [ 2 ] 0 


Kết quả s « 0,555959449, đó là độ lệch chuẩn cẩn tìm. 

5) Để tính phương sai s 2 , ta ấn tiếp 

■•0 0 

Kết quả s 2 * 0,309090909, đó lả phương sai cẩn tìm. □ 

Ví dụ 2. Tính số trung binh, phương sai, độ lệch chuẩn cỏa mẫu số liệu trong ví dụ 7, §3. 
Sau khi thực hiện bước 1, để nhập dữ liệu, ta ấn 


21 

SHIFT1 [7 8 

DT 

...24 

SHIĨT [7| 6[DT 


3) Để tính trung bình X , ta ấn 

SHIFTI IS-VARI ỊT] 0 


Kết quả X =22,1, đó là số trung bình cần tìm/ 









4) Để tính độ lệch chuẩn s, ta ấn 


SH1PT 


s~ VARl [ãỊ Ẹ 


Kết quả 5 * 1,240967365, đó là độ lệch chuẩn cần tìm. 
5) Để tính phương sai s 2 , ta ấn tiếp 

Ế 

Kết quả s 2 -1,54, đó là phương sai cẩn tìm. 



□ 


Câu hài vã bài ỉập ôn lập chương V 

16, Chọn phương án đứng trong bốn phương án trả lời sau đây. 

Người ta xếp số cân nặng của 10 học sinh theo thứ tự táng dần. Số trung vị của 
mảu số liệu này là : 

(A) SỐ cân nặng của học sình thứ năm ; 

(B) Số cân nặng của học sinh thứ sáu ; 

(C) Số cân riậng trung bình của em thứ nám và thứ sáu ; 

(D) Không phải các số trên. 

17, Chọn phương án đúng trong bốn phương án trả lời sau đây. 

Độ lệch chuẩn là : 

(A) Bình phương của phương sai; (B) Một nửa của phương sai; 

(C) Căn bậc hai của phương sai; (D) Không phải là các công thức trên. 

Trong các bà ỉ tập từ ỉ 8 đến 21, yêu cầu tính sô' trung bỉnh, sô trung vị, 
phương sai, độ lệch chuẩn chính xác đến hàng phàn trăm. 

18, Người ta phâri 400 quả trứng thành nảm lớp căn cứ trên khối lượng của chúng 
(đơn vị là gam). Ta có bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 


Lớp 

Tần sô 

[27,5 ; 32,5) 

18 

[32,5; 37,5) 

76 

[37,5; 42,5) 

200 

[,42,5; 47,5) 

100 

[47,5 - 52,5) 

6 


N = 400 


a) Tính sô trung bình. 

b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 



19. Một người lái xe thường xuyên đi lại giữa hai địa điểm A và B . Thời gian đi 
(tính bằng phút) được ghi lại trong bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 


Lớp 

Tần sô 

[40; 44] 

9 

• [45 ; 49] 

15 

[50; 54] 

30 

[55; 59] 

17 

[60; 64] 

17 

[65 ; 69] 

12 


o 

o 

II 


a) Tính thời gian trung bình mà người đó đi từ A đến B. 

b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 

20. Một nhà nghiên cứu ghi lại tuổi của 30 bệnh nhân mắc bênh đau mắt hột. Kết 
quả thu được mẫu số liệu như sau : 

21 17 22 18 20 17 15 13 15 20 15 12 1& 17 25 17 21 15 

12 18 16 23 14 18 19 13 16 19 18 17. 

a) Lập bảng phân bố tần số. 

b) Tính số trung binh và độ lệch chuẩn. 

c) Tính số trung vị và mốt. 

21. Người ta tiến hành phỏng vẩh một số người về một bộ phim mới chiốu trên 
truyền hình. Người điều tra yêu cầu cho điểm bộ phún (thang điểm là 100)! 
Kết quả được trình bày ưong bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 


Lớp 

Tần số 


' 2 


6 

[70; 80) 

10 

[80; 90) 

.'8 

[90; 100) 

/ .4 


II 

o 


a) Tính số trung bình. 

b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 











Chươm 


á * GŨC LƯOTIG Gltìc VẾ 
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GÓC và cung luọng giác có gi khác với góc và cung hĩnh học ? 
Điều quan trọng là mỗì góc và cung luọng giác dái tuơng ứng vói 
một số thực duy nhất và VỚI một đểm duy nhất trẻn đường tròn lượng 
giác.Trong chucmg này, chúng ta sẽ thấy lại các tỉ số lượng giác 
dâ học theo một ý nghĩa sâu sắc hơn, sẽ phải ghi nhớ khá nhiẽu 
công thúc lượng giác và rèn luyện các kĩ năng biến dổi luọng 
giác. Các kiến thức và kĩ nảng ấy sẽ rất có ích không rihững 
trong Đại số mà cả trong Hìrih học lởp 10, lớp 11,... và một số 
môn học khác. 












GÓC VÀ CUNG LƯỢNG GIÁC 


Ta đâ có khái niệm góc giữa hai tia chung gốc mà người ta còn gọi là góc hình 
học . Trong bài này, ta sẽ xây dựng khái niệm góc lượng giác liên quan chặt 
chẽ với góc hình học. 


1. Đon vị đo góc và cung tròn, độ dài của cung tròn 
a) Độ 

Ta đã biết đường tròn bán kính R có độ dài bằng 271 R và có số đo bằng 360°. 
Nêu chia đường tròn thành 360 phần bằng nhau thì mỗi cung tròn này có độ 

dài bàng —ặ và có số do 1°, góc ở tâm chắn mỗi cung đó có số đo 

360 180 6 

bàng 1°. 

Vậy cung tròn bán kính R có số đo a° (0 < a < 360) thì có dỗ dài 



Ví dụ 1 

- Số đo của 4 đường tròn là ị • 360° = 270°. 
4 4 


- Cung tròn bán kính R có số đo 72° thì có độ dài là . R = . □ 

ÍHĨ Ị Một hải lí là độ dài cung tròn xích đạo có số đo = r. Biết độ dài xích đao 

\60 ) 

là 40 000 km, hỏi một hải lí dài bao nhiêu kilômèt ? 


b) Rađian 

Một đơn VỊ khác được sử dụng nhiều trong toán học, khoa học và kĩ thuật là 
rađian. Nó tỏ ra thuận lợi khi tính độ dài cung tròn. 




ĐỊNH NGHĨA 


Cung tròn có độ dài bằng bấn kính gọi là cung có số đo l rađian , 
gọi tắt là cung ỉ rađỉan. Góc ỏ tâm chắn cung ỉ rađìan gọi là góc 
có sô đo 1 radỉan , gọi tắt là góc ì rađian. 
ỉ rađian còn viết tắt ỉà ỉ rad. 


H2| Để hình dung gốc I raơ người ta quấn đoạn ơây dài bằng bán kính đường tròn 

/i. JỂ\ # I — . J í * » 1* _ / * V > . i. 


quanh đường tròn đố (h.6.1). Hãy làm điều trên và đo xem góc 1 rad xấp xỉ bằng bao 
nhiêu độ. R ị 

• Xét các cung của đường tròn bán kính R. Vì cung 
tròn có độ dài bằng R thì có sô đo 1 rad nên: 

- Toàn bộ đường tròn (do có độ dài bằng 2iiR) có số 

đo rađian là = 2n ; 

R 

- Cung có độ dai bằng / thì có sô đo radian ỉà 



í I___I 

Vậy cung tròn bán kính R có số đo a rađian thì có độ dài 



/ - aR 


và khi R = 1 (tức là trên dường tròn đơn vị) thì độ dài cung tròn bằng số đo 
radian của nó. 

• Bây giờ, ta xét quan hệ giữa số đo rađian và số đo độ của cùng một cung tròn. 
Giả sử cung tròn có đỏ dài /. Gọi a là số đo rađian và a là sô đo độ của cung đó. 
Khi đó, theo các công thức về độ dài cung, ta có 


suy ra 


ỉ = aR = ~R f 
180 



180 

Vậy cung có số đo 1 rađian thì có số đo độ là —— 1 tức là 

n 

( 180 ^° 

1 rad = * 57 0 17 T 45’\ 

V n ) 

Cung cớ sồ đo 1 độ thì có số đo rađian là — 7 -» tức là 
* 180 

1 ° = rad « 0,0175 rad. 






CHỨ Ý 


Vì tính chất tự nhiên và thông dụng của rađian, người ta thường 
không viết chữ radian hay rad sau số đo của cung và góc, chẳng hạn 

-y rad cũng được viết là ^ - 


GHI NHỚ 

Bảng chuyển đổi số đo độ và số do radian của một số cung tròn 


Độ 

30° 

45° 

60° 

V£J 

o 

o 

120 ° 

135° 

150° 

180° 

270° 

360° 

Rađian 

n 

6 

n 

4 

n 

3 

n 

1 

2 n 

3 

3?t 

4 

5ti 

6 

71 

3ĩt 

2 

. 2n 


2. Góc và cung lượng giác 

Khái niệm góc và cung lượng giác gắn chặt với việc quay quanh một diểm 
trong măt phẳng. 

> 

a) Khái niệm góc lượng giác và số đo của chúng 

• £>ể khảo sát việc quay tia Om quanh điểm o, ta cần chọn một chiều quay gọi 
là chiều dương. Thông thường, ta chọn đó là chiều ngược chiều quay của kim 
đổng hồ (và chiều quay của kim đổng hổ gọi là chiều ám) (h.6.2). 

/m ' v m - 



Khi đó, nếu tia ỡm quay theo chiểu dương dung một vòng thì ta nói tia Om 
quay góc 360° (hay 2iz rad), quay đúng hai vòng thì nói nó quay góc 720° 
(hay 4 n rad), quay theo chiều âm nửa vòng thì nói nó quay góc -180° 


(hay -71 rad), quay theo chiều âm ba vòng bốn phần bảy (tức ^ vòng) thì nói 

% 

nó quay góc -^Ệ.36Q° (hay rad)... 


7 



* Cho hai tia ỡu , Ov. Nếu tia Om quay chỉ theo chiều dương (hay chỉ theo 
chiều âm) xuất phát từ tia Ou đến trùng với tia Ov thì ta nói: Tia Om quét một 
góc lượng giác tia dầu Ou, tia cuối Ov. Khi quay như thế, tia Om có thể gặp 
tia Ov nhiều lần, mỗi lần ta được một góc lượng giác tia đầu Ou, tia cuối Ov. 
Do đó, cho hai tia Ou , ỡv thì có vô số góc lượng giác (một họ góc lượng giác) 
tia đầu Ou, tia cuối Ov. Mỗi góc lượng giác như thế đều được kí hiệu là 
( Ou , Ov). 

Khi tia Om quay góc a° (hay a rad) thì ta nói góc lượng giác mà tia đó quét 
nên có sô đo ẵ (hay a rad). 

Như vậy : 

Mỗi góc lượng giác gốc 0 dược xác định bởi tỉa đầu Ou, tia cuối 

Ov và sô do độ (hay số đo radian) của nó. 

\ 

Ví dụ 2. Trên mỗi hình 63 a), b) đểu có biểu diễn góc lượng giác tia đầu Ou y 
tia cuối Ov và có số đo 150°. 

a) Góc thứ hai trên hình 63 a) có được do tia Om quay tiếp theo chiểu dương 

hai vòng nữa nên có số đo 150° + 2360° (= 870°). 

1 

b) Góc thứ hai trên hình 63 b) có được do tia Om quay theo chiều âm từ ồu 

đến trùng Ov lần đầu tiên nên có số đo -(360° -150°) = 150° -360°(= -210°). 
Nếu cho tia Om quay tiếp một vòng nữa theo chiểu âm thì được góc lượng 
giác (Ou, Ov) có số đo 150° - 2.360° (= -570°). □ 


a) 150°+ 2.360° = 870° b ) 

Hình 63 

H3 Trên hình 6.4 có ba góc lượng giác 

( Ou, Ov), trong đó một góc cỏ số đo Y 

Hỏi hai góc lượng giác còn lại có số đo 
bao nhiêu ? 





Hình 6.4 





mút đầu (điểm đầu) Uy mút cuối (điểm cuối) V, tương ứng vói góc lượng giác 
( Ou y Ov). Vậy hai điểm u và V trên đường tròn định hướng xác định vồ số cung 
lượng giác (họ cung lượng giác) mút dầu Uy mút cuối V , cùng được kí hiệu là uv! 

* Ta coi số đo của góc lượng giác ( Oity Ov) là số đo cùa cung lượng giác uv 
tương ứng. Từ đó : 

Trên đường tròn định hựớng, mỗi cung lượng giác được xác định 
bởi mút đầu, mút cuối và số đo của nó. Nếu một cung lượng giác 
uv cố số đo a thì mọi cung lượng giác cùng mút đầu u, mút cuối V 

s 

có số đo dạng a + k2n (k e Z); mối cung ứng với một giả trị của k . 

Nếu a là số đo của cung lượng giác ƯV 
vạch nên bởi điểm M chạy trên đường tròn 
theo chiều dương từ u đến gặp V lần đẩu 
tiên thì 0 < a< 2n và a chính là số đo cùa 

cung tròn (Hình học) uv (h.6.7). 

Hình 6.7 

• Ta đã biết, dộ dài đại số AB của vectơ AB trên 
trục số Ox (với vectơ dơn vị ị ) là số xác định bởi 
AB = ( AB ) 7 . Khi dó, với ba điểm tuỳ ý Ay B, c trên 
trục số, từ AB + BC = AC suy ra đẳng thức số 
AB + BC = AC gọi là hệ thức Sadơ về độ dài đại số. 

Ta thừa nhận một hệ thức có dạng tương tự gọi là hệ thức 
Sa-lơ về sô'do của góc lượng giác : 

Với ba tia tuỳ ỷ OUy Ov, 0\Vy ta có 
{Micheí Chasles 1793-1880) ___ _ _ 

sd(<9«, Ov) + sd(Ov, Ow) = sd(pM, Ow) + k2n (k eZ). 
Đó là một hệ thức quan trọng trong tính toán về số đo của góc lượng giác. 

Từ hệ thức trên suy ra : Với ba tia tuỳ ý Ox, Ou , Ov, ta có 

sđ(ớ«, Ov) = sđ(0^, ỡv) - sđ(ỠJf, Ou) + k2% (ke Z). 


3. Hệ thức Sa-lơ 



Mi-sen Sa-lơ 




l]j£ 

Ví dụ 4. Nếu một góc lượng giác (Ox, Ou) có số đo và một góc lượng 

giác (Ox, Ov) có số đo ^ thì mọi góc lượng giác (Ou y ỡv ) có số đo — + kln 
(k G Z). □ 

# Đối với các cung lượng giác, ta cũng có hệ thức Sa-lơ : 

Với ba điểm tuỳ ỷ ư, V, w trên đường tròn định hướng, ta có 
sđ w + sđ vw= sđ k2n (k G Z). 


Câu hỏi và bài tập 

1. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẩng định nào sai ? 

a) Số do của cung tròn phụ thuộc vào bán kính của nó. 

b) Độ dài cung tròn tỉ lệ với số đo của cung đó. 

c) Độ dài cung tròn tỉ lệ với bán kính của nó. 

d) Nếu Ou, ởv là hai tia đối nhau thì số đo của các góc lượng giác (ỡu,Ov) 

là ( 2 k + 1 )TC, k e z. 

2. Kim phút và kim giờ của đồng hồ lớn nhà Bưu điện TP. Hà Nội theo thứ tự dài 
1,75 m và 1,26 m. Hỏi trong 15 phút, mũi kim phút vạch nên cung tròn có dộ 
dài bao nhiêu mét ? Cũng câu hỏi đó cho mũi kim giờ. 

3. Điền vào các ô trống trong bảng 


Sô đo độ 

-60° 

-240° 



3100° 


Số đo 



3ti 

1Ó7Ĩ 


68ti 

rađian 



4 

3 


5 


4. a) Đổi số đo độ của các cung tròn sau thành số đo rađian (chính xác đến 
hàng phần nghìn) 21°3Ơ và 75°54\ 

b) Đổi SỐ đo rađian của các cung tròn sau ra số đo độ (chính xác đến phút): 
2,5 rad và — rad (có thể dùng máy tính bỏ túi, xem bài đọc thêm). 

71 

5. Coi kim giờ đồng hổ là tia ỡu, kim phút là tia ớv. Hãy tìm số đo của các góc 
lượng giác {Ou y Ov) khi đồng hồ chỉ 3 giờ, chỉ 4 giờ, chỉ 9 giờ, chi 10 giờ. 














thì có cùng 


6. Chứng minh rằng : 

a) Hai góc lượng giác có cùng tia đầu và có số đo là và 

3 3 

tia cuối; 

b) Hai góc lượng giác có cùng tia dầu và có số đo là 645° và -435° thì có 
cùng tia cuối. 


7. Tìm $ố đo a ũ , -180 < a < 180, của góc lượng giác có cùng tia đầu và tia cuối 
với góc trên mối hình sau (h.6.8): 

• 300° -420° 



✓ * 

Luyện tập 

8* Cho ngũ giác dểu AqA^A^ nội tiếp đường tròn tâm o (các đỉnh được sắp 
xếp theo chiều ngược chiều quay của kim đổng hổ). Tính số đo (độ và rađian) 

của các cung lượng giác , A~aJ ( ij = 0,1, 2, 3, 4, / * J). 

9. Tìm gốc lượng gỉác (Om, Ov) có số đo dương nhỏ nhất, biết một góc lượng 
giác ( ồu, Ov ) có số đo : 

a) -90°; b) 1000° ; c) ^ ; d) -yp 

10 . Tim số do rađian a, - K < a < n, của góc lượng giác có cùng tia đầu, tia cuối 
với góc trên mỗi hình sau (h.6.9): 




11. Chứng minh rằng hai tia Ou và Ov vuông góc với nhau khi và chỉ khi góc 
lượng giác ( Ou , Ov) có số đo (2 k + 1)-^» ke Jj. 



12. Kim giò và kim phút đồng hồ bắt dầu cùng chạy từ vị trí tia ỡx chỉ số 12 (tức 
lúc 0 giờ). Sau khoảng thờỉ gian í giờ (í lấy giá trị thực không âm tuỳ ý), kim 
giờ đến vị trí tia ỚM, kim phút đến vị trí tia ỡv. 

a) Chứng minh rằng khi quay như thế, kim giờ quét góc lượng giác {Ox t Ou ) 

có số do kim phút quét gổc lượng giác (Ox, ỡv ) có số đo —hít. Hãy tìm 
6 

số đo của góc lượng giác ( Ou, Ov) theo t. 

12 k 

b) Chúng minh rằng hai tia Ou và ỡv trùng nhau khi vạ chỉ khi t = -yj- với 

fc = 0, 1» 2, 3, 

c) Chứng minh rằng trong vòng 12 giờ (0 < t < 12 ), hai tia ỡu và ỡv ở vị trí hai 

tia dối nhau khi và chỉ khi t - + 1 ) với k - 0 , 1 ,...» 10 . 
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13. Hỏi hai góc lượng giác có số đo rađian — 7 — và —z~ (m là số nguyên) có thể 

3 . 5 

có cùng tia đầu, tia cuối không ? 



GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC (CUNG) 
LƯỢNG GIÁC 


Trong mục này, ta sẽ mở rộng các giá trị lượng giác của góc hình học thành 
giá trị lượng giầc của góc lượng giác. Đó là cơ sở để xây dựng các hàm số 
lượng giác, những hàm sổ quan trọng trong toán học, khoa học và kĩ thuật, 
liên quan mật thiết đến thực tiễn. 

1. Đường tròn lượng gỉác 
a) Định nghĩa 

Đường tròn lượng giác ỉà một đường tròn đơn vị (bán kỉnh 
bằng 1 ), định hướng, trên đô có một điểm A gọi là điểm gốc . 

Nhắc lại rằng người ta luôn quy ước trên đường tròn lượng giác, chiều ngược 
chiều quay của kim đồng hồ là chiều dương và chiêu quay của kìm đồng hồ là 
chiêu âm. 



b) Tương ứng giữa số thực và điểm trên đường tròn lượng giác 

Cho đường tròn lượng giác tâmO, gốc A. Với mỗi số thực a, hiển nhiên có 
một cung lượng giác duy nhất AM có số đo «(rad), cũng có nghĩa là có một 
góc lượng giác duy nhất 0 OA , OM) có số đo a Cung và góc lượng giác đó 
gọi tắt là cung a và gốc a ; đôi khi ta cung viết AM = a và ( OA , OM) = a. 

Điểm M thuộc đường tròn lượng giác sao cho (0/4, OM) - a gọi 
là điểm xác định bởỉ số a (hay bài cung a, hay bởi góc a). 
Điểm M còn được gọi là điểm trên đường tròn lượng giác biểu 
diễn cung (góc) lượng giác có sô'đo a. 



Ta nhận xét ngay rằng : 

ứng với mỗi số thực a cố một điểm trên đường tròn lượng giác 
(điểm xác định bởi số đó) tương tự như trên trục số. Tuy nhiên, mỗi 
- điểm trên đường tròn lượng giác ứng với vô sô sô thực. Các sô' thực 


đó có dạng a + k2n, ke z. 

HI Để thấy rõ hơn tương ứng giữa số thỊ/c và điểm 

trẽn đường tròn lượng giác, hãy xét trục số At (gốc A) là 
tiếp tuyến của đường tròn lượng giác tại A, hình dung At 
là một sợi dày và quấn dây đô quanh đường tròn lượng 

giác như ỏ hình 6.10: Điểm Mị trèn trục Ai có toạ độ a 
đốn trùng vối điểm M trên đường tròn lượng giác thoả 
mân sđ a, tức M xác định bỏị a. Hỏi: 

8) Cốc điểm nào trên trục số Ai đến trùng với điểm A trên 
đường tròn lượng giác ? 



Hỉnh 6.10 


b) Các điểm nào trên trục sỐAt đến trùng vôi điểm A’ trên đường tròn lượng giác (A 
là điểm đối xứng của A qua tàm o của đường tròn) ? Hai điểm tuỳ ý trong số các 
điểm đố cách nhau bao nhiêu ? 


c) Hệ toạ dộ vuông góc gán với đường tròn lượng giác 

Cho đường tròn lượng giác tâm o, điểm gôc A . Xét hệ toạ độ vuông góc Oxy 

sao cho tia Ox trùng với tia OA, góc lượng giác (OXy Oy) là góc — + k2ĩi, k e z 

(h.6,11). Hệ toạ độ đó được gọi là hệ toạ độ vuông góc gắn với đường trờn 
lượng giác đã cho. 





Sau này, ta luôn xét đường tròn lượng giác trong 
• hệ toạ độ vuông góc gắn vói nó. 

H2 Ttm toạ độ của điểm M trên đường tròn lượng 

Ẻ _ ^ 3ĩi 

giác sao cho cung lượng giác AM có so đo — 

(h.6.11). 

2. Giá trị lượng giác sin và côsin 
a) Các định nghĩa 

Với mồ góc lượng giác (Ou, Ov) cổ số đo Oy lấy điểm 
M trên đường tròn lượng giác để (OA, OM) - CK, tức 

là điểm M xác định bởi số a (h.6.12), Gọi toạ độ của 
M trong hộ toạ độ gắn vói đường tròn đó là (x ; y). 

Hoành độ X của M được gọi là 
côsin của góc lượng giác ( Ou , Ov) 
hay của a và kí hiệu 

cos (Om, Ov) = cos a = X. 

' Tung độ y của M được gọi là sin 
của góc lượng giác (0«, Ov) hay 
của a vờ kí hiệu 

sin(Ow, Ov) = sina = y. 

Nếu sđ(0«, Ov) = a° thì ta cũng viết 

cos(Ow, ờv) = COSữ°, 
sin(Ow, Ov) - sina°. 

Ví du 1 

1 . 

a) cos - — ; 

l 3j 2 

( k'] , 

sin -“7 = —(h.6.13). 

K 3j 2 

b) sin 225° = --ệ- ; 

2 

cos225° = ~ (h.6,14). □ 

2 



Hình 6.1 ỉ 



Hình 6.12 








CHÚ Ý 

Gọi ĩ = OA, 7 = OB là các vectơ đơn vị trên trục hoành và trục 
tung (h.6.12). Khi đó, nêu điểm M thuộc đường tròn lượng giác xác 
dinh bởi số a thì 

OM = (cosơ) i + (sin a) j, 
tức là M có toạ độ (cosơ; sina), 

Gọi tì, K theo thứ tự là hình chiếu vuông góc của điểm M trên Ox 
và Oy thì Otì - (cos a)ĩ và OK =(sintìộ), tức là 

cosơ = Otì ; sinơ= OK. 

Trong lượng giác, người ta còn gọi trục Ox là trục côsỉn và trục Oy 
là trục sin . 

H3 

a) Tim a để sinơ = 0. Khi đó, cosơ bằng bao nhiêu ? 

b) Tim a để cos ữ = 0. Khi đó, sina bằng bao nhiẻu ? 

b) Tính chất 

1) Vì các góc lượng giác a + k2ĩi, k E z cùng xác định một điểm M trên 
đường tròn lượng giác nên ta có 

cos(a+ k2n) = cosa; sin(a+ Ẩ:27t) = sinơ. 

2) Với mọi a, ta luổn có 

-1 < cos«< 1 ;-1 < sina < 1. 

3) Vì OH 1 + OK 2 = OM 2 = 1 (h.6.12) nên ta có 

cos a + sin a = 1. 


IH4 

a) Trên đường tròn lượng giác gốc A, xét cung lượng giác ẤÃ? có sổ đo a. Hỏi điểm M 
nằm trong nửa mặt phẳng nào thi cos a > 0, trong nửa mặt phẳng nầo thì 
co &CÍ < 0 ? Vẽ hình minh hoạ. Cũng câu hỏi đó cho sin á 

b) Hãy xác định dấu của sin3 và co$3. 







3. Giá trị lượng giác tang và côtang 
a) Các định nghĩa 

Cho góc lượng giác ( Ou , Ov ) có số đo a. 

Nếu cosa* 0 (tức a * Ị + kn> k a Z) thi tỉ sô' - được gọi 

2 cosa 

là tang của gốc a, kí hiệu là tãna (người ta còn dùng kí hiệu tgạ). 
Vậy 

. x ^ sinơ 

tan(Ow, Ov) - tan a - —— 

cosar 


Nếu sina *■ 0 (tức a * kn, k e X) thì tỉ sô' C0Sg được gợi là 

sinơ 

cótang của góc (Xy kí hiệu là cot a (người ta còn dùng kí hiệu cotg a). 
Vậy 

_ cosa 

cot(Ou, Ov) - cota= —- 

sinơ 

Khi sđ (ỡu ỳ Ov ) = ớ°, ta cũng viết 

tan(Ów, Ov) = tanư°; cot(Ou, Ov ) - coto 0 


Ví dụ 2. Theo ví dụ 1, ta có 

* » ' 

. í_nì Vã 

/ « sin - 

' rc la 

a) tan 


V 


3j 


r 


cos 


n 
V 3 


32 =— 2 ^- 73 ; 

\ ị V J , 


Vã 


b) C0t225° = C0S 225 ° = —2=. = 1. 
sin 225 ừ V2 


□ 


b) Ỹ nghla hình học 

* Xét trục số At gốc A, tiếp xúc với đường ưòn lượng giác tại điểm gốc A và 
cùng hướng với trục Oy> Khi (OA, OM) — a sao cho cosúr* 0 thì đường thẳng 
OM cắt trục At tại điểm T có toạ độ là (1 ; tana), tức là 

tana - AT 




Thực vậy, đường thẳng qua góc o (khác Oỵ) 
cổ phương trình ỵ = kx nên nó đi qua điểm 

M(cosa ; sinậ) khi và chỉ khi k = sma . 

, x ’ ", cọsạ 

Vậy phương trình đường thẳng OM là 

y = " 1m —■■ .X (h.6.15). Rõ ràng, giao điểm 
cos a 

T đang xét có hoành độ X = 1 nên tung độ 

của T là y - sina = tana. 
cosa 

Vì vậy, trục Át còn gọi là trục tang . 



Hình 6.15 


Xét trục số Bs gốc B tiếp xúc với đường 
tròn lượng giác tại B (0 ; 1), cùng hướng 
với Ox( h.6.1ố). 

Khi (OA, OM) - a mà sinơ^ 0 thì đường 
thảng OM cất trục Bs tại điểm s có toạ đô 
là (cota; 1), tức là 

cota = BS 

(chứng minh tương tự như trên). 

Vì vậy, trục Bs còn gọi là trục cỏtang . 



Hình 6.Ĩ6 


Ví dụ 3. a) tan(-45°) = -1 (h.6.17). 

\ (lít) r~ 

b)cot =V3 (h.6.18). 

.. k 6 



Hỉnh 6.17 Hình 6.18 



Hỉnh 6.19 


H5 Các trục toạ độ Ox, Oy chia mặị phẳng thành bốn góc phần tư Ị, u, m, N 
(h.6.19). Hỏi vôi điểm M nằm trong góc phần tư nào thì 

a) tan(ơ/4, OM) > 0 ? 

b) COĩHOA, OM) < 0 ? 






c) Tính chất 

1) Từ ý nghĩa hình học nói trên, suy ra : Với mọi k € % % ta có 

tan(#+ ỉaì) = tan a \ cot(#+ kK) - cota 

(khi các biểu thức có nghĩa). 

2) Từ định nghĩa tang và cớtang, suy ra 

Khi sin# cos#* 0 (tửc khi k G Z), ta có 

3) Từ định nghĩa tang và côtang và từ công thức sin 2 # + cos 2 #- 1, ta suy ra 
ngay các công thức 

Khi cos#=£ 0, 

Khi sinơ* 0, 

4. Tìm giá trị lượng giác của một sô góc 





• Tờ định nghĩa các giá tộ lượng giác nói trên, ta thấy : Nếu góc lượng giác 
(Ou, Ov) có số đo a, 0 < a < n thì các giá trị lượng giác của nó bằng các giá 
trị lượng giác của góc hình học uOv dã học trước đầy, Vậy ta có bảng sau : 



tan a 



0 

n 

6 

0 

1 

2 

1 

>/3 

2 

0 

1 

s 

Không xác định 

s 




Không xác định 


rz 0 

V3 







































Khi biết một giá trị lượng giác của góc ơ, có thể dùng các công thức lượng 
giác ở mục 2* mục 3 và dấu của giá trị lượng giác để tính toán các giá trị 
lượng giác còn lại của góc CL 


Ví dụ 4* Cho a y K < a < 2 ' Hãy tim cosa > nêu biết sinơ = 
Giải . Do 71 < a nên cos <2 < 0» từ đó 

cos a — —yj 1 — sin 2 a = 


Ví dụ 5. Cho a, < a < 0. Hãy tìm cosar, sinơ, biết tan a 

Gịải. Do < a < 0 nên COSỠT > 0. Vây từ 
2 


COS a = 


1 1 = 4 

1 + tan 2 a \+Ấ 9 

4 


2 

suy ra cos a = =ị và từ đó sin a = cos a. tan a - - 


CHÚ Ý 

Vì chogóc lượng giác (Ou, Ov) cũng có nghĩa là cho cung lượng 
giác uv tương ứng trên đường tròn lượng giác tâm o, nên nói về 
các giá trị lượng giác của góc (Ou, Ov ) cũng có nghĩa là nói về các 
giá trị lượng giác của cung uv 'tương ứng. 


Câu hỏi và bài tập 

14« Mỗi khẳng định sau đúng hay sai ? 

a) Nếu a âm thì ít nhất một trong các số cosứr, sin a phải âm. 

b) Nếu a dương thì sincr= V1 - cos 2 a 

c) Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số thực sau trùng nhau : 

. 2£. _ 7 n, 1371 à 7bt 

4' 4 4 4 



d) Ba số sau bằng nhau : 


cos 2 45° 


_ *_ n\ 

;si n Ịfcosf) 


và -sin210 


e) Hai số sau khác nhau : 


sùìiẤ* và sin 1505* j. 


g) Các điểm của dường tròn lượng giác lần lượt xác định bởi các số 0; ^; — ; 

* ; và - ^ là các đỉnh liẻn tiếp của một lục giác đều. 

3 3 

15. Tim các diểm của đường tròn lượng giác xác định bởi số a trong mỗi 
trường hợp sau: 

Vl - cos 2 a 


a) coscr = 4\ ~ sin 2 a ; b) Vsin 2 a = sina ; c) 


tanớr= 


cosa 


16. Xác định dấu của các số sau : 


a) sin 156°; cos(-80°); tan 

b) sin 




17* 


^ 8 ) 


và tan 556°; 


f 

* 

{ 3*^ 


( 7t) 

a + 

; cos a - — 1 

và tan 

a - — 

\ 4 J 

V 8 ) 


V 2) 


, biết rằng 0<*<ị 

mậ 

17. Tính các giá trị lượng giác của các góc sau : 

a)~ + (2£ + I)*; b) k% ; c) ^ + kn ; d) ^ + kn (k € Z). 

3 2 4 

18. Tính các gíá trị lượng giác của góc ỚT trong mỗi trường hợp sau : 


a)cosơ= ị, sinơcO; 
4 

c) tanứr- - 7 » -n < a< 0. 
2 

19. Đơn giản các biểu thức ; 
a) >/sin 4 a 


U v . _ 1 n 3* 

b) sinớr= -- 7 » -T < a < —' : 
3 2 2 


7 _2 _ . ,. 1 - cosa 1 , , 

+ sin acos a ; b) / - —í -(giả sử sina * 0); 

sin a 1 + cos a 


V 1 - sin 2 a cos 2 a 2 „ , ., _™ 

c)-——-cos a (giả sử cosữ * 0). 


_2 

cos a 



Luyện lập 


20. Tính các giá trị lượng giác của các góc sau : 

225°, -225° 750°. -510° , -lậi, -lỊĩ. 

3 6 3 3 

21. Xét góc lượng giác ( OA , OM) = a, trong đó M là điểm khồng nàm trên các 
trục toạ đỏ Ox, Oy. Hãy lập bảng dấu của sina, cosơ, tana theo vị trí của M 
thuộc các góc phần tư I, n, III, IV trong hệ toạ độ Oxy. Hòi M ở trong góc 
phần tư nào thì; 

a) sinơ, cosa cùng dấu ? b) sina, tanơ khác dấu ? 

22. Chứng minh các đẳng thức sau ; 

a) cos 4 tt- sin 4 ar= 2cos 2 ớf - 1; 

b) 1 - cot 4 a= -^— (nếu sinỡr* 0); 

sin 2 a sin 4 a 

V 1 + sin 2 a . 1 -_ 2 _ , - ._ 

c) -——-r— = 1 + 2tan a (nêu sina*±l). 

1 - sin z a 

23. Chứng minh các biểu thức sau không phụ thuộc (X : 

a) yjs'm 4 a + 4cos 2 a + Vcos 4 a + 4sin 2 a ; 

b) 2(sin 6 <7+ cos 6 ơ) - 3(cos 4 ớt+ sin 4 à) ; 

c) --—- + —-—(nếu tan a* 1). 

tan a - 1 cota - 1 



Bài đoc thêm 


'sử DỤNG MÁY TÍNH Bỏ TỦI ĐỂ Đổl số ĐO GÓC 
VÀ TlM GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC 


CÓ thể dùng máy lính bỏ túi để tỉm gíá trị lượng giác của góc lượng giác và đổỉ số đo 
độ của cung tròn ra rađian và ngược lại. Chẳng hạn, dùng máy tính CASIO 
fx- 500MS : 

( QttV 

- Để tính sin --7- thì ấn 

mỏdeỊ ImqdeI ỈMODeỊ @ Em] [(] [h]9 IshiĩtI n 0 4 0 

• f Jl\ 

Kết quả là-0,707 106781 «. 

L 2 ) 

- Để tính tan 63°52’4r thì ấn . 

MODEl IMOPEI IMODEỊ [3 [ten] 63 0 52 E3 41 0 0 
Kết quả là 2,039 276645. 

- Để đổi 33°45' ra rađian thì ấn 

IMÕDEỈ [MODEI IMODEI 0 33 Ẹ3 45 E3 ỈSHĨFT| iDRGi 0] 0 
Kết quả là 0,589048 622. 


— €>e đổi \ rad ra độ thì ấn 
4 


ỈMODEl IMODEI iMODEl E [(] 3 0 4 [)] 
Kết quả là 42°58'19" (xấp xĩ). 


51 El F 


l3. 


GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA CÁC GÓC (CUNG) 
CÓ LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT 



H Xét hai điểm M, N thuộc đường tròn lượng giác xác định bỏí haỉ gốc có liôn 
quan nêu trong bốn trường hợp 1, 2, 3, 4 dưỡi đây . Có nhận xét gì vé vị trí của hai 
điểm M, N đối vói hệ trục toạ độ Oxy cho mòi trường hợp ? Từ đó giải thlch tạị sao có 
các cõng thức sau đây (chỉ xét các góc ỈƠỢng giảc mà biểu thức trong cõng thức 
có nghĩa). 









1. Haỉ góc đối nhau 


(OA, OM) = a, (OA, ON) = -a (h.6.20). 

sin(-cr) = -sinor 
cos(-a) = COSỠT 
tan(-a) =-tan a 
cot(-a) = co\a. 



Hình 6.20 


2, Hai góc hơn kém nhau K 

(OA, OM) = a, (OA, ON) = a+ĩt (h.6.21). 

sm(ct+7ĩ) = -s ina 
cos(a+7t) = -cos a 
tan (a+n) = tancr 
cot(a+ĩĩ) = cotớr. 



Hình 6.21 


3. Hái góc bù nhau 


(OA, OMỳ = a , (OA, ON) = n - a (h.6.22). 


sin(jt - à) = sinứr 
co s(n - OỀ) = -cosứr 
tan( 7 t - a) = -tanớf 
cot(7t -tí) - -QOUX. 



Hình 6.22 









4. Hai góc phụ nhau 


(04, OM) = a, ( OA,ON ) = I - a (h.6.23). 



/v/tđrt xét. Nhờ các công thức trên, ta có thể đưa việc tính giá trị lượng giác 
của một góc lượng giác tuỳ ý về việc tính giá trị lượng giác của góc a, 

0 < a < ị, thậm chí Q < a < —‘ 

2 4 

Vậy có thể dùng bảng ữa cứu sin và côsín của các góc có số đo a° 
(0 < a < 45) để tìm sin và côsin của các góc lượng giác tuỳ ý. Chằng hạn để 

tìm sin(-100°), ta có thể tiến hành như sau : 


sin(-100°) - - sin 100° = - sin(180° - 100°) 

= - Sỉn80° = - cos(90° - 80°) - - coslO°. 


Ví dụ 

a) Từ các công thức trên, ta dễ dàng suy ra các công thức thưòng gặp sau đây 


về hai góc hơn kém nhau ^ (cũng có thể dùng hình vẽ để nhìn nhận các công 
thức này, xem hình 6.24). 




b) cos 


V 


13«)_13jĩ 

—— = cos—— = cos 
4 ) 4 


^3« + ^ 
4 ) 


= cos 


/ _\ 

% 

K + — 

4/ 


_ « _ V2 

COS 4" T‘ 


c) tan 10° tan 20° tan 30° tan 40° tan 50° tan 60° tan 70° tan 80° = 

= (tanio 0 tan80 o ).(tan20°tan70 o ).(tan30° tan 60°). (tan 40° tan 50°) = 1 
(do tanứ 0 tan(90° - a ữ ) = tanứ°cottf° = 1 ). □ 


CHÚ Ý 

Nếu số đo của góc hình học uOv là a (0 < a < n) thì số đo của góc 
lượng giác tuỳ ý ( ồỉi , ớv) bằng a + kin hoặc -a + kin {k e Z). Do 

đó, từ các công thức cos(-ứr) = cosơ; sin(-úr) = -sin«, ta có 
cos uOv = cos(Ow, Ov) , sin uOv = |sin(On, Ov)| 
với một góc lượng giác (Ou, Ov ) tuỳ ý.. 


Gâu hỏi và bàl tập 


24. Mỏi khẳng định sau đựng hay sai ? 

a) Khi ơdổi dấu (tức thay abởi -à) thì cosavà sinỏrđổi dấu còn tan a không 
đổi dấu. 


b) Với mọi a ; sin2ơ = 2sinơ. 

c) Với mọi a, 


. ( 

sin ỉa ~ — 

- cos(ơ + n) 

+ 

1 

cos 

í rc) 

1 a - — + sin(ứr - 7t) 

1 2 J 




V 2> 


= 0 . 


XTV .__ > cos(“5ơ) -5a - 

d) Nếu cos a* 0 thì ——-~ = -5. 

cosứr a 

2 K . „„„2 3ii _ 


e) cos — + cos - 7 - = 1 . 
8 8 


- \ ^ ’ Jĩ _ _ _ 2 Jĩ 
g) smi = co S ^ 


25. Tìm các mối liên hệ giữa các giá tn lượng giác của các cung avàa- y- 
2«. Tính •: 

a) sin 2 10 ° + sin 2 20° + sin 2 30° +... + sin 2 80° (8 số hạng); 



b) coslO° + cos20° + cos30° + ... + cosl80° (18 số hạng); 

c) cos315° + sin 330° -I-sin 250° -COS160 0 

27, Dùng bảng tính sin, côsin (hoặc dùng máy tính bỏ túi) để tính các giá trị sau 
(chính xác đến hàng phần nghìn): 


cos(-250°); Sin520° và sin • 

28. Xét hệ toạ độ vuông góc ỡxy gắn với đường tròn lượng giác. Kiểm nghiệm 

rằng điểm M với toạ dô ; ị I nằm trên đường tròn lượng giác dó. 

5 5 / 

Giả sử điểm M xác định bởi số CL Tìm toạ dô các điểm xác định bởi các số: 

n _ X 71 

ít- a\ n + a\ -- - ớrvà ---ha. 

2 2 


29. Biết tan 15° = 2 - V3 , hãy tính các giá tri lượng giác của góc -75° 


Luyện tập 

30. Hỏi các góc lượng giác có cùng tia dầu và có số đo như sau : 

2594°; -646°; -2446° và 74° 
thì có cùng tia cuối không ? 

31. Xác dinh dấu của các giá trị lượng giác sau : 

cos250° ; tan(-672°); tan^ ; sin(-1050°) và COS^ỆỈ- 

o 5 

32. Hãy tính các giá trị lượng giác của góc a trong mỗi trường hợp sau : 

a) sina= 4 và cos«< 0; b) co sa= vầ ỉ < a < n : 

5 17 2 

c) tanớr= \/3 vàrc < a< • 

33. a)Tính sin + cos^l^ + tan 

b) Biết sin (11 + 0)= tính cos(2rc - a\ tan (a- 7 k) và sin (ặ - « 



34. Chứng minh rằng : 

1 - 2sin#cos# 1 - tan <2 , 

a) — T- —z — = ——-(khi các biếu thức đó có nghĩa); 

cos a - sin a 1 + tan a 

b) tan 2 # - sin 2 #= tan 2 #sin 2 #; c) 2(1- sin#)(l + cosơ) = (1 - sin# + cos#) 2 . 

35. Biết sin# - cos#= m, hãy tính sin 3 # - cos 3 #. 


36. Với số #, 0 < # < -y, xét điểm M của đường tròn lượng giác xác định bởi số 2# 
rồi xét tam giác vuông A'MA ( A 1 đối xứng với A qua tâm ồ của đường tròn). 

a) Tính AM 2 bằng hai cách khác nhau để suy ra cos2#= 1 ” 2sin 2 #. 

b) Tính diện tích của tam giác A'MA bằng hai cách khác nhau để suy ra 
sin2#= 2sin#cos#. 


c) Chứng minh sin ■1 = W2-Vã, cos 5 = 4 V 2 + \Ỉ2 rồi tính các giá trị 

0 Á 0 z 

371 s 57C 

lượng giác của các góc ^ và 

0 0 

37. Trong hệ toạ độ vuông góc Oxy gắn với một đường ưòn lượng giác, cho điểm 
p cố toạ độ (2 ; -3). 


OP 


a) Chứng tỏ rằng điểm M sao cho ỒM — T ■ là giao điểm của tia OP với 

lo? 

đường tròn lượng giác đó. 

b) Tinh toạ độ của điểm M và từ đó suy ra côsin, sin của góc lượng giác (Ox, OP). 



ĐIẾU LẠ : sin 


/ 


180* 


\° 


V 


180 + n) 


r 


= sin 


V 


180* 
180 + * 


\ 


Thật vậy, đặt X = thì ta có 


180 + * 


t 


sin X = sin(n - X) = sin 


71 - 




18071 
180 + 71 . 


- sin- 


7Ĩ 


180 + * 


= sin-^- = sin X° (chủ ý rằng x° 
180 


^-rad). 

180 


Có thể thử [ạỉ điểu lạ này nhờ máy tính bỏ túí CASIO fx - 5Ồ0MS bằng cách án 
180 0 ÍSHĨrrl k 0 0 180 0 ỊỊhỉFT| % 0 ISHIPTl ÍSTOỈ [Ã] 

ÕnỊ IMODEI iMODEl iMODEl 0 ỉ ALPHA 1 [Ã] 0 

Kết quả là 0,053 864486. 

Ấn tiếp: 

õnI Imodeỉ Imodeì ỊmodeI m \sm\ IalphaI 0 

Cho kết quả 0,053 864 486, 

Các SỐ y = {2k + !)■ - (Ỉe2), 

180 + n 

z = / (Ỉ<=Z) 

180-71 

cũng có tính chát sin? = sin>°, sin 2 = sinz°. 


ìA 


MỘT SỐ CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


1. Công thức cộng 

a) Công thức cộng đối với sin và côsỉn 
Với mọi góc lượng giác oc, /7, ta có 

cos(ớr- p) - cosacosfỉ + sinơsin/7 
cos(ớr + p) - cosơcos/7- sínơsùiyổ 
sin(ớr- p) = sinacos/7- cosúrsin/? 
sin(ơ+ p) = smacos/?+ cosớrsin/x 






Chứng minh 


1) Giả sử các điểm M và N trên, đường tròn 
lượng giác theo thứ tự xác định bởi a và p 
(h.6.25) thì OM có toạ độ (cosa ; sina), 
ON có toạ độ (cos/?; sin/?) và tích vô hướng 


OM . ON - cosơcos/?+ sinttsin/?. 
Mặt khác 


ÕM.ÕN = \om\.\on\cosNOM = cos NOM, 



mà đẫ biết 

cos NOM = cos(ƠN, OM) - cos[(ỡ/4, OM) - (OA, ON)] = cos(ar- p) 
nên suy ra 

cos(ứí- P) = cosể*cos/?+ sin a sin/í 

2) Từ 1) ta suy ra 


cos(ứr+ P) - cos[a- (- /?)] = cosứrcos(~/?) + sinứrsin(-yặ) 
= cosơcos/?- sinorsin/?. 

3) Ta có 


sin(ỡf- P) = cos 




. 


^ 71 ' 


- cos 


— - CL 

+ p 



\2 J 



1 

fn > 

_l 

(% ì 

cos 

— — <3T 

cos /? - sin 

— - a 


u J 



sin/? = sinacos/?-cosớrsin/x 


4) Ta có 

sin(ỡí+ /3) = sin[ứr- (-/?)] = sinợcos(-/?) - cosasin(-/ặ 

= sinacos/? + cosơsin/?. 

- _1 Itĩ_ l _ 7t \ _TC 

Vídụl^cos^^ =cọs 


12 


7C - rr = — cos -rr 


12 


- - cos 

/ 

V 


12 

cos ^ cos ^ + sin ậ sin J 
3 4 3 4 / 


í n _ È\ - _ 

\3 4 / 

1 4 + ^ẫ.4\-i(72 + ^). 

2 2 2 2 4 V / 


□ 


HI Hây kiểm nghiệm lạị các công thức cộng nói trên với ữ tuỳ ỷ và 


a) 0= n; 


») fi. f 





b) Công thức cộng đối với tang 

Ta có 


tm(a- P) 
tan(a + P) 


tanứr - tan p 
I + tan a tan p 
tan a + tan p 
1 - tan a tan p 


với mọi a t p làm cho các biểu thức có nghĩa. 

Thực vậy 

sin a cos p - cos asinp 

A sin(ứr “ P) cosacos/? tan- tan/? 

tan (a-P) - ——— ĩ-£- = —— " . „ - -— --— 

cos(tt-/?) cos a cos p + sin asinp l + tanatany2 

cosữcos/? 

_ , _ A -_ r , tanứr - tan(-/?) tan« + tan/? 

tan (a+ P) = tan [a - (~P)] = -——— — = -—— 

1 + tan a tan (~P) 1 - tan a tan p 


n 


Ví dụ 2. tah = tan 
12 


f n 


V 


n -K 
tan-f - tan "7 

3 4 

1 + tan-^tan-y 
3 4 


•>/3-1 

1 + 75 


= 2-73 


H2I Để các biểu thức ỏ công thức tan(ơ+ p) nói trên có nghía, điều kiện của a, 


n 


các góc ứ, p a+ p không có dạng - + kĩi (k e Z). Điều dô có đúng không ? 

2 


2. Công thức nhân đôi 

Trong các công thức cộng nói trên, đặt a — p thi được các công thức sau 
gọi là các còng thức nhản đôi . 

cos2 a— cos 2 a - sin 2 ữ 

sin2ớr = 2sinarcosơ 

- 2 tan a 

tan2 a =-—— 

1 — tan“ a 

(Trong công thức cuối ct* Ị^ + ki t, + ke li). 





Ví đụ 3 

• I 

a) cos2ứr= cos 2 or- sin 2 úf= cos 2 ỡr- (1 - cos 2 ữ) = 2cos 2 a- 1 ; 
cos2a=cos 2 or- sin 2 ơ= 1 - 2sin 2 ơ. 

b) Với a* 4- k ^ (k <=Z) thì cos2a* 0 và ta có 

1 + sin2of _ sin 2 a + cos 2 a + 2sinớfC0Sữ 
c °s2<z cos 2 a - sin 2 a 

(sina + cosa) 2 cosữ + sin ứ: 

= -- 1 7 -—- - - 7 — - --- 7 - □ 

(cosơ - sin a)(cos (X + sin<z) cosa - sin a 
CHÚ Ý 

Từ trên ta suy ra 

2 __ 1 + cos2a . 2 l-cos2ứr 

cos a- ----; sin a- -—--- 

2 2 

Các công thức này gọi là các công thức hạ bậc. (Chúng cho phép 
biến đổi các biểu thức của cos 2 ar, sin 2 ơthành biểu thức của cos2ơ). 


Ví dụ 4. Tính côsiiỉ, sin, tang của góc 


- . _ n _ 

1 + C0S-J 7 

Giải . Ta có cos 2 -^- =-——— = ——^ nên cos-^- = 

12 ã 4 12 


.2 n 
sin — = 


1 

\-cos~-- 


: °v 2 -S V2-V3 

——— = 7— nên sin 7— = —— 

2 4 12 2 


12 \2 + ì/3 


H3 Hây tinh cos4 a theo CO&CL 
H4 Đơn giản biểu thức 


n 


s in a cos a cos 2 a cos4 CL 



3. Công thức bỉến đổi tích thành tổng và bỉến đổi tổng thành tích 


a) Công thức biến đổi tích thành tổng 

Sử dụng công thức cộng, ta dễ dàng suy ra các cồng thức sau đây gọi là 
công thức biến đổi tích thành tổng. 



b) Công thí í: biến đổi tổng thành tích 

Trong các công thức biến đổi tích thành tổng trên đây, nếu đặt a + p = 

n ( j(f + y X — V ^ 

a - p = V tức là a = — 7 —» p — ——^ thì ta suy ra được các công thức sau 
\ 2 2 / 

đây gọi là công thức biển đổi tổng thành tích . 






Ví dụ 6. Chúng minh rằng ——-- - 2. 

% 3tĩ 

sin-- sin-TT 
10 10 

Giải . Ta có 


1 


1 


1 


. 71 . 3tu 

sin— sin —7 

10 f 10 


n . 3tt 
sin—-sin— 

10 10 


r . 3ti 7ĩ x 

sin— - sin— 




10 


10 


1 


7Ĩ . 3tĩ 
sin-—sin-7— 
10 10 


2cos 


r 3tĩ 

ĩí N 


r 3ti 

71 > 

ĨÕ + 

JÕ_ 

sin 

10 

ĩõ 

2 



2 


\ 



V 

) 


cos 


K 


r 


« 2 


sin 


3n 

Tõ 


= 2 , 


._ n _ . 

do cos — - sin 




r 




71 71 

2^7 


. 371 


1 ~_7Ĩ Tí 

-——— 2cos—sin—r 

. 7C . 371 5 10 

sin— sin—- 

10 10 

\ 


= sm- 


10 




Câu hồi và bài tập 


38. Hỏi mỗi khẳng định sau có đúng không ? 

Với mọi a ; /?, ta có 

a) cos(ỡf+ p) = cosớf+ cos/?; b) sin(ỡr- p) = sin ỚT - sin/?; 

c) sin(ỡT+ P) - sintfcos/?+ cosỡrsin/?; d) co s(a-p)~ cosứrcos/?-sincirsin/?; 

e) sm ^ a = tan2ar(khí các biểu thức có nghĩa); 
cos 2 a 

,2' . 

• g) sin a- sin2ứr. 

39. Sử dụng 75° = 45° + 30°, hãy tính các giá trị lượng giác của góc 75°. 

Sừ dụng 15° = 45° - 30°, hãy tính các giá trị lượng giác của góc 15° (đối chiếu 


với kết quả bài tập 29). 
40. Chứng minh rằng : 

a) sinỡf+ COSỚT- v2sin 

b) sin<2 - cosứr= -s/2sín 


71 

a + — 






71 

a - — 




4J 



c) tan 


d) tan 


r Tí 

-7 - a I - 
v4 

ỉ 


1 - tanớr 


, _ n 3tt , s 

(a * -7 + K7t, ứr * — + Kít) ; 

1 + tana 2 4 

1 + tanứr , n , n 

7 ———— (a * -7 + *7t, a * — + £ 71 ). 

1 — tan a 2 4 


7Ẹ 

-7 + ứr 

\4 


41. a) Biết sina= -7 và (X G 

3 




—; 7Ĩ 


V 


, hãỵ tính các giá trị lượng giác của góc 2 ớr 


V . a 

và góc — ■ 

2 


30° 


b) Sử dụng 15° = —hãy kiểm nghiêm lại kết quả của bài tập 39. 

42. Chứng minh ràng : 

. . 1 lTt __ 5n 1 
a) sin—— cos 


12 


n-ì ữ - Sy - 


b) cos 77 coscos= — Ậ- (Hướng dẩn. Nhân hai vế với sin 5) : 

7 7 7 8 7 

c) sin 6 ° sin 42° sin 66 ° sin 78° = — • {Hướng dẫn. Nhân hai vế với cos 6 °). 

16 

43, Dùng công thức biến đổi tích thành tổng, chứng minh : 

a) cos75°cosl5° = sin75°sinl5 0 = 2 ; 

4 

b) cos75 ỡ sinl5° = 2 ^ 


4 

o 2 + x/3 


c) sin75 cosl5 - 

4 

d) C0Sớrsin(/? - ỵ) + cos/?sin(y — a ) + cosysin(ơ - p) =0, với mọi Ỵ. 

44. Đơn giản các biểu thức sau : 

a) sinl 




f K ' 

\ ^ 2 


2 

(k 1 

— + a 

-sin 

— ~a 

; b) cos 

— ■+ ơ. 

— cos 

-7 -a 




u J 




45. Chứng minh rằng : 

. sinữr-sin/? _ _ K v 

a) -= -V3 nêu a + Ịỉ - — và cosa * cos 8 ; 

COSỚT - cos /? 3 

cosứr - cos7tf _ ._ „, . 

b) ■ . ■ ———-= tan4ứr (khi các biếu thức có nghĩa). 

sin7ỡf - sina 



Luyện tập 


46. Chứng minh rằng : 

a) sin3tìr= 3sina- 4sin 3 a ; cos3«r=4cos 3 a-3cosa ; 

b) sin asm 


(n > 


(n "l 

— - a 

sin 


\3 ) 


\ 3 ) 


- —sin 3« ; 
4 



(ít ì 


( _ \ 

Tt 

cos a cos 

— - a 

cos 

— + a 




v3 ) 


= — cos3a 
4 


ứng dụng. Tính sin 20° sin 40° sin 80° và tan 20° tan 40° tan 80°. 


47. Chứng minh rổi dừng máy tính bỏ túi hoặc bảng số để kiểm nghiệm lại gần 
đúng kết quả: 

Jĩ 

a) cosl0°cos50 o cos70° = sin20 o sin40°sin80° = ; 

8 

b) sinl0°sin50 o sirt70° = cos20 o cos40°cos80° = ~. 

8 

48. Chứng minh rằng 


_2n 4n ' 6 k 1 

cos —- + cos—- + cos -4- = --“. 

7 7 7 2 

Hướng dẫn . Nhân vế trái với sin-Ẹ( hoặc sin-—) rổi sử dụng công thức biến 


đôi tích thành tổng. 

49. Chứng minh rằng, giá trị mỗi biểu thức sau không phụ thuộc vào X : 

a) cos (a + x) + cos X - 2cos a cos X cos (a + x ); 

b) sin4xsinl0.x - sinl ljtsin3A' - sin7* sin*. 


50. Chứng minh rằng : 

a) Nếu tam giác ABC có ba góc A, ổ, c thoả màn sin A = cos B -4- cosC thì 
tam giác ABC vuông ; 

b) Nếu tam giác ABC có ba góc A, B, c thoả mãn sinA = 2sinflcosC thì 
tam giác ABC cân. 



51. Chứng minh rằng nếu a + p + ỵ- n thì: 

, „ . . . a _ 6 y 

a) sina + sin/? + sin 7 = 4cos—COST-COS^T ; 

2 2 2 

' CL , 0 . Y 

b) cosa+cos/? +cos/= 1 + 4sin— sin^sin-^ ; 

2 2 2 

c) sin2cr + sin2/? + sin2/= 4sin«sin/?sin/ ; 

d) cos 2 ứr + cos 2 /? + cos 2 /= 1 - 2cosứrcos/? cos ỵ. 


52. a) Chứng minh rằng nếu a và p khác + kn (U2) thì 


tan a + tan p = 


sin(or + /?) 
cos a cos J3 


và tan Qf - tan p - 


sin(a - JỂ?) 
cos a cos p 


b) Chứng minh rầng với a mà cos ka * 0 (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) và 
sina * 0 thì 


1 1 1 tan8a - tan a 

-T -----H ... -I-—— --—- = ---—-• 

C0SứfC0s2a cos2ữrcos3a cos7<zcos8« sina 


53. Biết cosa + cosp = a, sina + sin/? = b (ứ, b là các hằng số và a 2 + b 2 7 0), 
hãy tính sin(a + /?) theo a và b. 

54. Quỹ đạo của một vật được ném lên từ gốc o, với vận tốc ban dầu là V (m/s), 

theo phương hợp với trục hoành ỡx một góc a; 0 < a < ^, là parabol có 
phương trình 

p 9 

y = - —X + (tana)x, 

2v cos a 

trong dó g là gia tốc trọng trường (g » 9,8 
m/s 2 ) (giả sử lực cản của không khí không 
đáng kể). Gọi tầm xa của quỹ đạo là 
khoảng cách từ o đến giao điểm khác o 
của quỹ đạo với trục Ox (h.6.26). 

a) Tính tầm xa theo a(và v). Hình 6.26 

b) Khi V không đổi,, a thay đổi trong khoảng ío ; ị ], hôi với giá trị a nào thì 

V 2 ) 

tầm xa của quỹ đạo đạt giá trị lớn nhất ? Tính giá trị lớn nhất đó theo V. Khi 
V = 80 m/s, hãy tính giá trị lón nhất đó (chính xác đến hàng dơn vị). 





t Như mọi khoa học khác, Lượng giác phát sinh từ nhu cổu 

của đời sống : Ngành Hàng hảí đòí hỏí phải biết xác định 

vị trí của tàu bè ngoài biển khơi, vị trí của các hành tinh, 

của các vì sao; cuộc sống xã hội với các hoạt đông sản 

xuất đòi hỏi đo đạc ruộng đất, thiết lập bản đồ... . Các nhu 

cầu đó làm cho môn Lượng giác phát sinh và phát triển. 

Thời cổ, cảc nhà toán học Hí Lạp đã góp phẩn đáng kể 

vào việc phát triển môn Lượng giác. Lê-ó-na ơ-le là người 

đã xây dựng lí thuyết sâu sắc về lượng giác trong cuốn 

_. "Mở đẩu về giải tích các đại lượng vô cùng bé" xuất bản 

Lê-ô-na ơ*le " ^ .. 

{Leonharơ Euier, 1707 -1783) nâm 1748 - Tron 9 côn 9 trình ơ " le đã đê khái ni ^ m 

rađian, nhưhg từ "rađian" (gắn với từ "radỉus” cò nghĩa là 

bán kính) mãi đến nãm 1873 mới được dùng chính thức lấn đẩu tiên ở Đại học 

Ben-phát (Belíast), Bắc Ai-len, 

ơ-le là một trong những nhà toán học lớn nhất tử xưa đến nay. ông sinh tạí Ba-lơ, 
Thuỵ Sĩ. ổng đã tiến hành nghiên cứu nhiều đề tài khoa học thuộc nhiều tĩnh vực 
khác nhau như cơ học, ảm nhạc, thiên văn... Hầu hết mọi ngành toán học đều mang 
dấu ấn các kết quả nghiên cứu của ông. ơ-le là người say mê, cẩn cù trong công 
việc. Cuối đời dù bị mù cả hai mắt, ông vẫn tiếp tục hoạt động sáng tạo. Trong cuộc 
đời mình, ơ-le đã viết trên 800 công trình khoa học. Số công trình của ông ít ai 
sảnh kịp. 


Câu hâỉ và bàỉ tập ôn tập chương VI 

55. Hòì mỗi đẳng thức sau có đúng với mọi số nguyên k không ? 

a) sin — + kn = (-1)* ; b) cos(Ấ:7i) =(-l)*; 

\2 ■ / 

íK n * . , nk y/ỉ 

c) tan - + -T 1 = (-0 ; d)sin + ^ =(-1) 

u 2 ) K 4 2 J 2 



56. Tính: 


,_^ -_ a a _ 4 rc_ 

a) sina, cos 2 a, sin 2 a, C0S^7 và sin--, biết cosơ= — va--7<ơ<0; 

7 7 .s 7 

b) tan 


. -7 - a 

V4 J 


,_ 9 ___37T 

, biết coscr = -— vằK< a< —— ; 

11 2 


c) sinơ - cosa, biết cos2« = ị ; 

5 

d) cos(ỡf- p), biết sinơ- sin/?- ì và cosa- cos/?= ị- ; 

2 2 

- . 71 . 37t._5rc.7n 

e) sin--sin—-sin-— sin—-• 

16 16 16 16 


57. Chứng minh rằng 
a) 2sin 


'n 

> 


fw ì 

— 

4- a 1 

sin 

— — a 

u 



V.4 ) 


= cos2or; 


b) sinứr(l + cos2ứộ = $in2orcosơ; 
1 + sin 2a - cos 2 a 


c) 


1 + sin2ơ + cos2a 

1 2 


d) ta na - 


= tan a (khi các biểu thức có nghĩa); 
(khi các biểu thức có nghĩa). 


tan a tan2ớf 
58, Chứng mình rằng : 

a) Nếu a + ỵ- kn (k € Z) và cosacos/ỉcosỵ* 0 thì 

tanơ+ tan/?+ tan^= tanatanyơtan/ ; 

b) Nếu0 < a<p< ỵ<-Ị- và tana= i tan/?= tany= — thì <24- Jổ+ Ỵ— 

2 8 5 2 


c) 


1 


s. 


= 4 . 


sin 10° coslO 0 
59. Chứng minh rằng với mọi <x, /?, Y, ta có 

cos(ỡf4-/?)sin(a-/?) + cos(/? + ỵ)sinỢ?~ ỵ) + cos(ỵ+ a)sin(ỵ- a) ~ 0. 


N I 



Trong các bài từ 60 đến 69 hãy chọn phương án trả lời đúng trong các 
phương án ăã cho : 


60. Nếu sina + cosơ = ì thì sin2a bằng : 

2 


'»ĩ ! 


61, Với mọi a , sin 
(A) sina; 


(B) — ; 

4 




3tc 


+ a 


V, 


bằng: 


(B) - sinứr; 



(Q-coscr; 



(D) cosơ. 


7ĩ 


71 


7U 


71 


62. 


sin—cos 

15 

— + sm — cos— 
10 10 15 

2 TU 

TU .27U.1t 

cos—cos — sin — sin — 

15 

5 15 5 

(A) s ; 

(B) 1 ; 

TU 

7tu . 

cos —— cos 

~~ bằng: 

12 

12 

_ a/3 

Vã 

(A) ; 

(B) ^ ; 

2 

4 

. 90° 

270° . , 

sin—— cos—-— băng : 


bằng : 


(A) 2 


f 


■ã 


\ 






4Ĩ 


-1 , 

\2 ) 


(Q-l; 



I 




\ 

i 




(D) 4ĩ-\. 


<5. 


_ còs80° — cos20° _ 

sin 40° cos 10° + sin 10° cos 40° 


bằng: 


(A) 1; (B) ^ ; (C)-\ ; (Đ) 

60. Góc lượng giác (Ou y Ov ) có sô đo Gt mà uOv là góc nhọn thì: 

(A)0<«<^; (C)-^<a<0; 

(D) Có số nguyên k để -^ + *2n < a <^4 *2n. 



67. Góc lượng giác ( Ou, ơv) có số đo a mà uOv là góc tù thì: 

(A) Có số nguyên k để ^ + kln<a<-~+k2n \ (B)-7t < a < - — ; 

(C)-“<a<~~; (D)y<«<ĩĩ. 

68. Với góc lượng giác {OA, ỠM) có số đo a , xét góc lượng giác {OA, ON) có số 
đo I (M và N cùng nằm trên đường tròn lượng giác gốc A). Khi đó, với mọi 

a sao cho M nằm trong góc phần tư III của hệ toạ độ gắn với đường tròn đó 
(M không nằm trên các trục toạ độ), điểm N luôn : 

(A) Nằm trong góc phần tư I; 

(B) Nằm trong góc phần tư II; 

(C) Nằm trong góc phần tư m ; 

(D) Không nằm trong các góc phần tư I và III. 

69. Với góc lượng giác {OA, OM) có số đo a. , xét góc lượng giác {OA, ON) có số 
đo 2 a {M và N cùng nằm trên đường tròn lượng giác gốc A). Khi đó, với mọi 
a sao cho M nằm trong góc phần tư I của hệ toạ độ gắn với đường tròn đó (M 
không nằm trên các trục toạ độ), điểm N luôn : 

(A) Nằm trong góc phần tư I; (B) Nằm trong góc phần tư II; 

(C) Nằm trong góc phần tư m ; (D) Khỏng nằm trong góc phần tư IV.^ 

Câu hỏi và bài tụp ôn tập cuối nâm 

•• s 

1. Cho các tập con A = [ -1 ; 1] , B = [íỉ; b) và c = (“OO ; c) của tập số thực R, 
trong đó a, b (a < b) và c là những số thực. 

a) Tìm điều kiện của a và b để A d B ; 

b) Tim điều kiện của c để A r\ c - 0 ; 

c) Tìm phần bù cua B trong R ; 

d) Tìm điều kiện của a và b để A n B * 0. 



ĩ. Tìm tập xác định và xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 


3, 


4. 




X 



b)/ 2 W = 7 ; 

V* 2 - Ix + n 


c )f 3 (x) = 




4x z - 9 


d) / 4 (x) = Vl + X - Vl - * 


Cho hai đừờng thẳng (dj):y = mx - 3 và {d 2 ) :x + y = m. 


a) Với giá trị nào của m thì Ị Ị ( d 2 ) ? 

b) Với giá tộ nào của m thì ( d ]) 1 (d 2 ) ? 

c) Tim điều kiện của /K để haì đường thẳng cắt nhau. 


Kí hiệu (Hq) là đổ thị của hàm s 6y= — • 

X 

a) Tại sao (//ộ) có tâm đối xứng là gốc toạ độ o ? 

b) Xác định phép tịnh tiến biến (Hq) thành đồ thị (Hị) của hàm số y = ——* 

X - 3 

Tìm toạ độ tâm đối xúng của (H j). 

c) Xác. định phép tịnh tiến biến (Hq) thành đồ thị (// 2 ) cùa hàm sốy = -——' 

X 


Tim toạ độ tâm đối xứng của (// 2 )* 

5. a) Lập bảng biến thiên và vẽ đồ thị (P) của hàm số y “ X 2 + X - 6. 

b) Biện luận theo m số giao điểm của (P) với đường thẳng {đ)'.y = 2x + m. 

c) Khi {d) và ( p ) cắt nhau, gọi A và ổ là hai giao đíém, hãy tìm toạ độ trung 
điểm của đoạn thảng AB . 


í. Cho phương trình 

2í 2 + Ot-9)j + * 2 + 3* + 4 = 0. (*) 

a) Tim k , biết rằng (*) có hai nghiệm trùng nhau. 

b) Tính nghiệm gần dứng của (*) với k = -\fĩ (chính xác đến hàng 
phần nghìn). 

7. Cho phương trình X 2 + 2(\Ỉ3 + l)x + 2\Í3 = 0. 

a) Không giải phương trình, tính gần đúng tổng các bình phương hai nghiệm 
của phương trình đã cho (chính xác đến hàng phần trăm). 

b) Tưn nghiệm gần đúng của phương trình đó (chính xác đến hàng phần trăm). 



8. Biện luận theo tham số m số nghiêm và dấu các nghiệm của mỗí phương 
trình sau: 

a) X 2 - 4 (m + 3)x + 6 (m 2 - 5m + 6) = 0 ; b) (m - \)x 2 - (m - 3)x - m - 3 = 0. 

9. Giải và biện luận các phương trình : 

a) ————- = 1 ; b) |(m + l)x- 3| = ịx + 2|; c) (nu + 1) Jx~-Ĩ - 0. 

X +1 

10. a) Lập phương trình bậc hai có hai nghiêm x ] và x 2 thoả mân các hệ thức : 

Xị + x 2 + XịX 2 = 0 và m(x j + x 2 ) - XịX 2 = 3 m + 4. 

b) Xét dấu các nghiệm của phương trình đó tuỳ theo m. 

11. Giải và biện luận các hê phương trình : 

ị(m + 3)x + 2y = m (2m + 3)x + 5y = m - 11 

\(3w + \)x + (m + ì)y = 1; \(m + 2)x + 2y = m - 2. 


12. Giải các hệ phương trình : 

a) p -5xy + y 2 =7 b) p +/+.< +y = 8 c) Ị* 2 + y 2 - X + y = 2 
[2x + y = 1 ; [jc + y + xy = 5 ; [xỵ + X - y - -ì. 


13. Chứng minh rằng : 

a) ** *--- > 4 (a € R); b) + Kr + -^7 ^ 7 + 7 (ứ, b y c e R*). 

4a 2 +2 * c 2 ứ 2 c /> ứ 

14. Tìm giá trị nhỏ nhất của các hàm số saù : 

2 

a) f(x) =x+ ——— trẽn khoảng (-2 ; + 00 ); 

X + 2 

2 1 117 

b) g(x) — 3x + — trên khoảng (0 ; +oo). 

X 

15. Tim giá trị lớn nhất của hàm số f(x) = (2 - x)(2x +1) trên khoảng (-0,5 ; 2). 


16. Giải các hệ bất phương trình : 
X 2 - 4 > 0 

a > 1 , 1 1 
— . + — ~~z ^ “; 

_JC + 1 X + 2 X 



17. Giải các phương trình; 



b) V 2x 2 + 7* + 5 > X + 1 ; 


18. Giải các bất phương trinh : 

a) 3 jc 2 - Ị5x + 2| > 0; 

c) ylx 2 + 4x - 5 < X + 3 . 

19. Trong kì thi Tiếng Anh, điểm thi của 32 học sinh (thang điểm 100) như sau : 

68 79 65 85 52 81 55 65 49 42 68 66 56 57 65 72 

69 60 50 63 7 4 88 78 95 41 87 61 72 59 47 90 74 

a) Tính số trung bình (chính xác đến hàng phần trâm). 

b) Tính số trung vị. 

c) Hãy trình bày mẫu số liệu trên dưới dạng bảng phân bố tần số ghép lớp với 
các nửa khoảng [40 ; 50) ; [50 ; 60);...; [90 ; 100). 

20. Một siêu thị thu thập được các số liêu sau đây về số tiền (đơn vị: nghìn đồng) 
mà mỗi người đâ mua ở dây. 


Lớp 

Tần số 

[0; 99) 

20 

[100; 199] 

80 

[200 ; 299] 

70 

[300; 399] 

30 

[400 ; 499] 

10 


o 

II 


a) Dấu hiệu và dơn vị điều tra ở đây là gì ? 

b) Tìm số trung bình, phương sai và độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng 
phần trăm). 

21. Tuổi của 60 cán bộ trong một cơ quan được thống kê và trình bày trong bảng 
phân bố tẩn số ghép lớp sau : 


Lớp 

Tần sô 

[20; 30) 

13 

[30; 40) 

26 

[40; 50) 

15 

[50; 60) 

6 


N = 60 





a) Dấu hiệu và đcm vị điều tra ở đây là gì ? 

b) Lập bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp. 

c) Tìm số trung bình. 

d) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng phần trăm). 

e) Vẽ biểu đổ tần sô hình cột. 

f) Vẽ biểu đồ tần suất hình quạt. 


22. a) Biết sin a = 

3 



và các điểm trên đường tròn lượng giác 


xác định bởi số a và p nằm ờ góc phần tư n. Hãy tính sin(a + /ặ, cos(a + /SỊh 
sin(ơ-/ặ, cos(a-yớ). 


4 Tí 3n mỵ , 

b) Cho sin 'la - --- và -- < a < —. Hay tính các giá trị lượng giác cua a. 

5 2 4 


23. Chứng minh các đẳng thức sau : 


a) sin" 


(tí n 

. 2 

f Tí 

\ 


- sin 

— 

— a 

u J 


u 

/ 


>/2 . 
sin2ớ ; 


{ K ^ 

2 

(2n ì 

\a - — 

+ cos 

— - a 

\ 3y 


\ 3 ) 


3 

s 2 


c) tan 


(n ' 


( K ^ 

— - a 

tan a tan 

— 4- a 

u J 


o ) 


= tan 3 a (khi các biểu thức có nghía). 

¥ 


ứng dụng . Tính tanl0 o tan50°tanl 10°. 

24. Chứng minh rằng ; 

a) sin (a + Jổ)sin(a - p) = sin 2 a - sin 2 p - cos 2 p “ cos 2 a ; 


b) 


tan a + tan./? _ sin(a + p) 
tariữ - tan p sin^ - p) 


(khi các biểu thức có nghía). 


25. Tìm các số c và p sao cho sin a + COSỚ! = Csin(ứr 4- p) với mọi a. 



Hướng dân và đáp số 


Chương L 

L a) Không là mộnh đẻ. b), c) Mệnh đề sai; 

2. a), b), c) Mệnh đề pfiù định sai. 

4. /”(5) là mệnh để dung, P( 2) là mệnh để sai. 

6. Mệnh đé đảo đúng. 17. a) Đúng ; b) Đúng ; 
c) Sai; d) Sai; e) Đúng ; g) Sai. 

19. a) Đúng ; b) Đúng ; c) Saí; d) Đúng. 20. (B). 

21.(A);22.a)j4 = {0;2; -i } ;b)B= (2;3;4;5|. 

24,Không bàng nhau. 25.BcẤ,CcẨ,CcD. 
27. Fc£cCcBcy4;FcDcCcfiC/4; 
Dr\E-F. 29. a) Sai; b) Đúng ; c) Sai; d) Đúng. 
30. A u B = [-5 ; 2) ; A n B = (-3 ; l], 
3LA = Ị1;5;7;8;3;6;9},J3={2; 10;3;6;9}. 
32. A n{B\C) = {2 ; 9); (A nB)\C = (2;9}. 
34. a) A ; b) {0; 1 ; 2 ; 3 ; 8 ; 10). 35. a) Sai; 
b)Đúng.36.a) \a\b\c), {ứ -,b;d\, [b;cid\, 
[a ; c ; ứ) ; b) \a ; b), [a\c1 , [a ; d}, ịb]c), 
{b;d},{c;d)- c) [alịblicì [d} y 0. 

37. b - 2 < ứ < b + 1. 38. (D). 39 = 

(-ĩ;l);/lnfl={0kC E A-H*;~l]ư(0;-K»); 

41. C R (/l u B) - {-00 ; 0] [4 ; +00) ; 

Cr(A r\B) = (-^D ; 1) u (2 ; +oo). 

42. (B). 43. A< 0,0014. 

46. a) Hĩ * 1,26; 3/2 ~ 1,260. 

b) ^/ĨÕÕ~4,64 ; yĩõõ * 4,642.47. 9.4608.10 12 
{km).48. 9.9773.10 6 (s). 49. 5,475.10 12 ngày. 

50. (D). 55. a) A B ; b) A\£ ; c) C E A VJ C E B. 

60. Nếu m = 5 thì A n B = Ị5}. Nếu m < 5 thì 
A n 5 = 0. Nếu m>5thìAn5=[5; mị 

61. 2 < m < 5 thì A \J B là môt khoảng ; 
A u B = (m ; 5) nếu 2 < m < 3 ; A u 5 = (3 ; 5) 
nếu 3 < m < 4 ; i4 u B = (3 ; m + 1) nếu 
4< m<5. 

62. a) 1.2.10 13 ; b) 1.6.10 22 ; c) 3.10 13 . 


Chương 2 


1. a) JR ; b) K\ {1 ; 2Ị; c) [1 ; 2) u (2 ; + 00 ); 


d) (-1 ; + 00 ), 2. Ị200Ò ; 2001 ; 2002 ; 2003 ; 

2004 ; 2005} ; /(2000) = 3,48 ;/(2001) = 3,72 ; 
/(2002) = 3,24 ;... ;/(2005) = 5,20. 4. a) nghịch 
biến trên khoảng (-00 ; -1) ; dồng biến trẻn 
khoảng (-1 ; +30). b) dồng biến trên (-00 ; 1) ; 
nghịch biến trên (1 ; + 00 ). c) nghịch biên trên 
mỗi khoảng (-00 ; 3) và (3 ; +co). 

5. a) Hàm số chẵn ; b) Hàm số lẻ ; c) Hàm số lẻ ; 
d) Hàm số chăn. 6. a)y=0,5x + 3 ; b)y = 0,5x - 1 ; 
c) y - 0,5(x - 2); d) y = 0,5<x + 6). 7. Không 
xác định một hàm $d. 8. a) Có điểm chung khi 
a e <D ; không có điểm chung khi a € <D ; b) Có 
không quá một điểm chung ; c) Khồng là 
đồ thị của hàm số nào cả. 9, a) X * ±3 ; 
b) - i ị X < 0 ; c) (-2 ; 2]; d) [] ; 4]\ (2; 3J. 
10. a) [-1 ; + 00 ) ; b) A-l) = 6. /(0,5) = 3, 

À-y-) = 4- -ã ,fi]) = 0,fiĩ) = Jĩ .ií.A.B, c 


khổng thuộc đồ thị; D thuộc đổ thị. 12. a) Nghịch 
biến trên {-00 ; 2) và (2 ; + 00 ). b) Nghịch biến 
trẽn (- 00 ; 3); dồng biến trên (3 ; + 00 ). c) Đồng 
biến trên (-00 ; + 00 ), 13. b) Nghịch biến trên 


(0; + 00 ) và (- 00 ; 0). 14. Không chẵn, không lẻ. 
15. a) Tịnh tiến ( d ) xuống dưới 3 đơn vị, 
b) Tịnh tiến ( đ) sang phải 1,5 đơn vị. 


16. a) y - 


-2+x 

t 


X 


b)y -- 


2 

X + 3 


;c )y = 


X + 1 

X + 3 


17. y = -]=x+ 1 vày= —f=x - 1; 

4Ĩ -ã 


y = 

y- 


-i X + 2 và y = >/2 X - 2 ; 

v2 

~x+ 3 vày = —(X — 1). 
SỈ2 2 


18. a) [-2 ; 3]. 19, b) Tịnh tiến đổ thị của fị 
sang trái 2,5 dơn vị. 20. Không. 



21. a) y = -l,5x + 2. 22. y = -X + 3 ; y = - X - 3 ; 
> = x + 3 vày = X-3. 

23.a)y=21x|+3;b)y=2]x+l|;c)y=2|x-2|-l. 


25. a) /(x) = 


Í 6 x nếu 0 < X £ 10 

[2,5x + 35 nếu X > 10 


b)/( 8 ) = 48;yu0) = 60;y(18) = 80. 

-X + 5 nếu X < -1 
26. a) y = < -5x + í nếu — ỉ < X < 1 
X - 5 nếu X > 1 

. 

28. a) y = X 2 - 1 ; b)y = -^* 2 + 3. 

4 

2%dìịy--~(x + 3) 2 ; b)y = (j£-l ) 2 

30. a) Tịnh ỉiến parabol y = x 2 sang phải 4 dơn 
vị, rồi xuống dưới 4 đơn vị. b) Tịnh tiến parabol 
)> = -3x sangưái2đơn vị, ròi lên trên 21 dơn vị. 

31. a) Đỉnh là /(-1 ; 8 ); trục đối xứng X = -1. 

c) y > 0 «=> ~3 < X < 1. 32. b) f[x) > 0 <=> 
-1 < X < 3 ; g(x) >0 <=> X < -4 hoặc X > 2. 
c) f{x) <0 <=> X < - 1 hoâc X > 3 ; g(x) < 0 
<í=> -4 < X < 2. 

33. Xem bảng sau : 


Hàm số 

Hàm số 
có giá trị 
lớn nhất i 
nhỏ nhất 

khi X = ? 

Giá trị 
lớn 
nhất 

Giá trị 
nhỏ 
nhất 

y — 3x 2 - 6 x + 7 

x= 1 


4 

y = -5x 2 - 5x + 3 

X = -0,5 

4,25 


y = X 2 - 6 x + 9 

X = 3 


0 

y - -4x 2 + 4x -1 

X - 0.5 

0 



34. a) a > 0 và A <0;b)đ<0vàA<0 ; c) a < 0 
và A > 0. 37 a) Ai) - -4,9í 2 + 12,2/ + 1.2 ; 

b) ~ 8,794 (m). c) ~ 2,58 (giây). 38. a)Xx) - ax 2 +bx ; 
43 . 3483 

a = 6 = b) -186 (m). 39. a) (B); 

1520 760 

b) (A) ; c) (Q. 40. a) b - 0, a * 0 tuỳ ý ; 
b) b - 0 , a * 0 tuỳ ý, c ruỳ ý. 
41. a) ứ < 0; c>0;ỉ><0;b)ớ>0; c > 0; 
£<0;c)đ>0;c=0;ố>0. d)ứ<0 ;c<0; 6>0. 


42. a) (0 ; - 1 ) và (3 ; 2); b) (- 1 ; 4) và (-2 ; 5); 

c)(3- s ; 1 - 2 >/ 5 )và( 3 + s ; 1+2^5). 
2 

43. y = x -x+ ỉ. 


45.5(x) = 


3x 

• 5x-4 
7x - 16 


nếu 0 ^ X < 2 
nếu 2 < X < 6 
nếu 6 < X < 9 


46. a) y = 0,03x 2 - 7 ; b) Thoả mãn. 


Chương 3 
1 . 


Phương 

trình 

Điêu kiện của 
phương trình 

Tập nghiệm 

a) . 

X = 0 

10 } 

! b ) 

X = 2 

12} 

c) 

X ầ 3, X < 3 và 

X * 3 

0 

d) 

X > 1 và X < 0 

0 


2. a) X = 2 ; b) Vô nghiêm ; c) X = 6 ; d) Vô 
nghiệm. 3. a) X = 2 ; b) Vô nghiệm ; c) X = 3 ; 

d) X ẽ I -1 ; 2). 4. a) X - 4 ; b) X = 5 ; c) X = 0, 
X 5 = 4; d) X - 1.5. a) Sai; b) Sai. 

. 6. a)x = 2ff *~ 3 ; b)S=E(/w = l),S= Ịm + 2} 
m z +1 

(m* l);c)S= 0 (m^2 ; 3),S=R(m=2; 3); 


d) X = — * 1; 2), s = R (m = 1), s = 0 
m - 2 


(m - 2). 

7. a) (ứ = 0, b -t 0) hoặc (a ì* 0, A = 0); 

b) (a = b = 0, c * 0) hoặc (ơ -*■ 0, A < 0). 

8 . a) X = ì (m = 1), Vổ nghiêm (m < - 7 ), 


-3 ± V4w + 5 , 5 

X -—■ * -(--7 * i); 

2(m ~ 1) 4 

b) X = 2 ± - m (m < 7), vồ nghiệm (m > 7). 

9. b)/(x) = (x + 4)( 1 -2x); 


*W-(jc-,/5)[(,/í + l),-,/5]. 

10. a) 34 ; b) 98 ; c) 706. 11. (B). 

12. a) X = m + 3 (m * —2), vô nghiêm (m = -2); 






b) x = (ra * 1), mọíx(ra = 1); 

. _ 5m +1 . 1 . m _ # 1 v 

c) x = ' vô nghiệm (m = -2.); 

3ra+13 3 


d)x = 


(m ỊẾ ± 2), vố nghiệm 


m + 2 

(m = —2), 5 = R (ra - 2). 

13. a) p = 0; b) p = 2.14. a) X » 4,00 ; X « 1,60; 

b) X * 0,3 8 ; X S5 -5,28.15. 37m, 35m và 12 m. 


_ 12 _ -7 ± VL + 48 m 

16. a) X = (ra = 1), X = -- - - 

7 2ịm - 1) 

(—— < m * 1), vô nghiệm (ra < —i-); 

48 48 


b) x= ị(m=0), x= m + 3 ± ^ 5m — 

6 ra 

9 _ . - , 9. 

(-“ í m * 0), vô nghi,ộm (ra <---); 

5 5 

c) 5=(l, -Ì-Ị í.k*-ì),s= UI (t—1); 

k + 1 

d) X = 1 (ra = 0) ; X = 4 (m = 3^) ; X = —, 

' 2 m 

X = ————~ (ra * 0 và ra * —). 

2m - 1 2 

17. Không có diểm chung (m < —3,5), mỏt 
điểm chung (ra = -3,5), hai diểm chung 
(m > -3,5). 18. ra = 3. 19. ra = ±4. 20. a) Vớ 
nghiệm ; b) Hai nghiệm đôi nhau ; c) 4 nghiệm; 

d) 3 nghiệm. 21, a) k > -1 ; b) k > 0. 
22. a)x= 2; b)X = 4, X = -7.23. a)X* 4 (ra = 3); 

b) Vổ nghiộm (ra = - 2), X = + ? (tn * -2, 

ra + 2 

m * 3). 24. a) s = 0 (a = 0) ; s = ; -ij 

(a* 0) ; b) 5 = 0 (ra < 1 ) ; 5 = [3|( ra = 2) ; 
5 - { m - Vra — 1 ; ra + Vra - 1 Ị (1 < w * 2). 

1 3 , 1 

25. a)x= "(m = 0),x=“ — (ra = 2), X = ——— 

2 2 ra - 2 

và X - —— (ra * 0, ra * 2); b) X = 1 (<2 = 0), 
ra 

X — 4 (ớ = 1), X = 2(ơ + 1) và X = a + 1 

(ứ * 0, a * 1); c) X = m + 4 (ra * 1, /n * ——); 

ra - 1 2 


vỏ nghiệm (ra = 1, ra = -4) ; d)x = 0 (* = -3, 

2 

k = -9) \ x=0 vằx=-k- 6 (Ẩ: * - 3, k * -9). 

26. a) X = — (ra = ị ) ; X = ị (4 - ra) và 
4 2 2 

ra , _ , 1 ,. .. 1 1 

x= ( ra b)x -——— ,x = ——— 

1 - 2ra 2 ra + 1 ra + 3 

(m * -1, ra * -3) ;x = -Ị- (ra = -1) ; X = --Ị- 

2 2 

(m = -3) ; c) 5 = Ịl; - -U (-1 < m < 0), 

5 = {1} (ra < -1 hoặc ra > 0) ; d) 5 = 0 

, ~ 1, 4ớ - 5 , , - 1 , 

(a = 2, a = ^); X = - (đ^2,ứí ^; 

2 đ - 2 2 

e) X = 2»ĩ + 2 (ra ^ ““) ; 5 = 0 (m = ) ; 

2 2 


0 s = 0 (ữ < 0) ; X = 


a - 1 

2ơ 


(ứ > 0). 


3±VĨ4 

27. a) X = - - ;b)jte|-5;-2;l); 


c) X e 


X =--- ; 

1 


1 


28.ra € {~u~~ ; 1Ị.29.đ€ Ị-2;-l;-^ ;0}. 


30. (C). 31. â) 

32. a) (1; 0); b) 

33. a) 

(ra = 1); 


’l7 ; 17 


f 5 > 

; 0); b> X ; -rx 

^ 2 J 

' ra . 1 ) 

jn - l * m - \) 
íx e R 


[y = -X 

.. ( _5 . 5(a + 1) 

( a+ 3 a+ 3 


với X e 

(ra * ±1), s = 0 

(ra = -l); 


(ứ * -3) 5 = 0 


<ơ = “3). 

34. (x; y ; z) = (4 ; 5 ; 2). 35. lị *5 1,33 A ; 
/ 2 tt0,74 A ; / 3 «0,59 A. 36. (B).37. a)x» 0,42; 
>» at - 0^7; b) X « -0,07; y * 1,73. 38. 240 - 2p 
(mét) và 3 p - 240 (mét) với điều kiện 80 < p < 120. 



39. a) (2 ; - —) (m * 0, m * —3) ; vô nghiệm 
m 

(m = 0); (3y + 1 ; y),y € K (m - -3); 


b) 


' -m + 2 m 4- 4' 

__________ I _ 

^ m 4- 1 m + 1 J 


(m * -1, m * 2) ; 


vô nghiệm im = - 1 ); 


ịx e M 

[y = 2(1 - *> 


(>M = 2). 


40. a) a + 0 ; b) a * -1. 41. 7 cặp số : (1 ; 6 ), 
(-1 ; - 6 ). <6 ; 1), (-6 ; -]), (2 ; 3), (-2 ; -3) và 
(-3 ; -2). 42. a) m * ± 2 ; b) m = - 2 ; c) m - 2. 

43. (4 ; 2 ; 5). 44. a) f(x) = 1 500 + ỉ,2x ; 
g{x) - 2000 + x;c)M (2500 ; 4500). 

45. a) (10 • 8). (-8 ; -10) ; b) (1 ; -1). 
( 2 9 ì 

; 7 .46. a) (1; 2), (2; 1); b) (0; 1),(-1;0); 

c) (0 ; 0), (5 ; 5), (-1 ; 2), (2 ; -1). 47. s 2 - 4 p> 0. 
48. a) (-8 ; -12). (-12; -8). (8 ; 12) và (12 ; 8); 
b) (8 ; 3). (-8 ; -3). 49./ị(jf) = X + 3x - 4, 

fi(x) =— 77 -í 2 + ^Ậx - 4 . 50. a * 0, hoặc 
1 21 21 


ữ = b = 0. 51. s - $1 u $ 2 - 52. D * 0, hoặc 

D-D x - D y - 0. Áp dụng :a* - 1. 

53. (B). 54. X = - " - (m ^ ± 1) ; 5 = 0 
m - 1 


(m - 1); 5 = R (»1 = -1). 55. a)p = -1, p = 2 ; 

b) p luỳ ý ; c) Khống có p. 56. 3 ; 4 ; 5. 
57. a) Vô nghiêm (m < 0) ; X = 1 (m = 0) ; 

X - 7 {m - 1) ; X = 1 — (0 < m * 1). 

b) m > 1 ; c) = 2 + V? 58. a — -2. 
59. a) (1) vô nghiệm (m < -1,25) ; 
mội nghiệm (m = -1,25); hai nghiộm (m > -1.25); 

7. 7 

* ( 2 ) vô nghuệm (p < 77 ); một nghiêm (p =— ); 

16 16 

hai nghiêm (p>^). 60. a)S- {(1 ;2).<2; 1), 

(-1 ; - 2 ). (-2 ; - 1 )} ; b) s = {(]; -IX (-1; 1). 

(0 ;-jL X (0 ;■— Ị= X( 4 =: 0), (—L; 0)). 

v2 V2 V2 V2 


61. a) X =—— 7 , y = —— (m * 3 và»1 *-2); 
m - 3 m - 3 


.teR 


vô nghiệm (m = 3) ĩ < 


V = 


2 (m=-2).b)jf=y 
-~x - 1 

3 


a + 3 
X e R 

7 (đ - 7). 62. a) 

V = -JC 4- — 

5 


(ứ 5Ể -3, ứ * 7) ; vô nghiộm°<ứ = -3); 

X = 2- V4-m 
_y = 2+V4-m, 

jr = 2 + >/4 - m . % .. _ 1 

___ . b) Vở nghiệm ( m < 77 ) ; 

[ỵ = 2 - V4 - OT 13 

3 2 1 

(-7- 7-)(/n=7->; 

13 13 13 


r3-2Vl3/n-l -2-3Vl3/n-l ì 


(m >- 7 ). 

13 

63. đ = 1 ; ở - -2 ; c — —3. 64. + Khí lam giác 

ABC cân tại A và / AB, không có điểm M nào 

trên cạnh BC thoả mân điểu kiện của bài toán. 

* • • 

+ Khi lam giác ABC cân tại A và / = AB thì mọi 

điển. M trên cạnh BC đều thỡả mãn điều kiên 

của bài toán. + Khi tam giác ABC không cân ở 

A và c < l < b hoặc c > l > b thi đỉểm M cách B 

một khoảng bằng — — 

b-c 

+ Khi tam giác ABC khống cân ở A mà các điều 
kiện c<ỉ<bvằc>l>b không thoả măn thì 
không tổn tại điểm M như bàí toán yêu cầu. 


3+2-v/l3ffl-l -2 + Wl3m-l ' 

, 13 ; 13 


Chuơng 4 

12. Giá trị lớn nhất :/(l) = 16. Giá trị nhỏ nhất: 
Ẩ- 3) -/(5) = 0. 

13. Giá trị nhỏ nhất: /(1 + y/ĩ) = 1 + 2yfĩ. 

17. Giá trị !ớn nhất: Vó, giá trị nhỏ.nhất: V 3 . 
22. a)S = 0. b)S = 13 ; + 00 ). c) s = [2 ; 3)0 

(3 ; 400); d)5= 0.23. 2x - 1 - -ỉ-ă— 

x+2 r+3 



24. X - 2 < 0 và x\x - 2) < 0. 25. a) X < -y 

_ __ , /- _ & 

b) J«F < —5 ; c) JC > 1 — V2 ; d)x> 

6 

26. a) Nếu m - 1 thì s = R. Nếu m > 1 thì 

5 = (“00 ; m + 1]. Nếu m < 1 thì 5 = [m + 1 ; +oo) ; 

b) Nếu m - 2 thì s = 0. Nếu m > 2 thì 
5 - (3 ; +oo). Nếu m < 2 thì 5 = (-00 ; 3); 

c) Nếu k - 2 thì 5 = R. Nếu Jfc > 2 thì 

r 4- 

s = - 00 ; 7 —r . Nếu k<2 thì 

l k-2) 

{ 4 - k \ 

rt ỉ T ' v I ■ \ V T tS o .1 \ rrv 


Nếu a > 3 thì s = 


Nếu a < 3 thì 


( 4 - k 

s - ^— 7 -; +00 ; d) Nếu ứ = 3 thì s = R. 

k, k — 2 J 

- 2 + ơ ì 

Nếu a > 3 thì 5 = í- ; +00 . Nếu a < 3 thì 
|_3 -a ) 

5 = -00 ; . 27, a) s = 0 ; b) 5 - (-00 ; —3). 

\ 3-ứ. 

28. a) Nếu m - -2 thì 5 = 0. Nếu m > -2 thì 

' 2 rt > 

s = — —— — ; +00 . Nếu m < -2 thì 

m + 2 


; +00 . Nếu m < -2 thì 


í 

5 - -00 ; ■ ; b) Nếu m = 3 thì 5 = R. 

I m+ĩ ) 

Nếu m > 3 thì 5 - (-00 ; m]. Nếu m < 3 thì 
'’S= [m ; + 00 ) ; c) Níu k = -4 thì s = 0. Nếu 

Jt > -4 thì s = ^ ; +00 ì. Nếu k < -4 thì 

k + 4 ) 


* + 4 


Nếu < -4 thì 


5 =Í^ó ; A±A ; d) Nêu ở = -1 thì s = Bỉ. 

I Ấ: + 4j 

Nếu b > -1 thì 5 = “00 ; —7 . Nếu b < — 1 

l ủ + 1 J 

thì 5 = ậ±^; + ool 29. a) X > ị ; 

_b +1 J 4 

4 26 _28 11.5 

b)x< y ;c) -y < X < y ;d) y < X < ỹ 

7 

30. a) ra < -5 ; b) /rt > —1. 31. a) OT < -— ; 
b)m > Ịậ. 34. a) 5 = ("1 ; 2] u [3 ; +co) ; 
b)5=í-oo;--i ị-\\ ; c)S = (—00 ; 1); 

V 2) L 11 ) 


d) 5 = [-5-2V6+V3+V2 ; 5+2V6+V3+V2). 

35. a) >/2 < X <3 ; b) -1 < X < -Ị-. 36. a) Nếu 

2 

m = 2 thì 5 =0. Nếu m > 2 thì 5 = (m + 2 ; + 00 ). 
Nếu m <2 thì 5 = (-00 ; m + 2); b) Nếu m ~ 2 

thì 5 = JR. Nếu m > 4 thì 5 = [2 m + 1 ; + 00 ). 

2 

Nếu m < — thì 5 = (-00 ; 2m + 1] ; c) Nếu 

m = ± 1 thl 5 = 0. Nếu m < -1 hoặc rn > 1 thì 
S=(-co;ttỉ 2 + 1).NỐJ-1 <m< 1 thìS=(ff^ + 1 ;+oo); 
d) Nếu m = -1 thì s = M. Nếu m < —1 hoặc 

m > 1 thì s = m — \ ; +00 ì. Nếu -1 < m < 1 

Lm-1 J 

this = í-oo;^ị . Nếu m = 1 thì 5 = 0. 

I m - 1 


37. a)5=(-oo;-])u 


2^3 5 ) . 


3 ’4 ’ 


b) 5 = Q;|jvj(4;+oo) ;c)5= -3;-^. 

( 1 ) 0 

d)S= ^o;-^ oý ^( 8 ; +oo), 

V 3J Ị_ 2 J 

38. a) Nếu m = thì 

í _V2Ì r >/2 _„ì 

5 = -co - —— u ; +00 , Nếu m > —— 

2,2 2 

V / V 

thì 5 = -co ■ ^ m \ 400). Nếu m <~r thì 
{ 2 v 2 

S = (-00 ; m)u +00 ; b) Nếu m = 1 

2 J 2 

.. - . /r. . /r ^+1 


thì 5=(“+io; ; + 00 ). Nếu w > + 

thì 5=(-00 ; x/ 3 ]u( 2 m-l ; + 00 ). Nếum< —yĩ 

thì s = (-<ỏ ; 2 m - 1 ) u [\/3 ; + co). 

39. a) 5 = (4 ; 5 ; 6; 7; 8 ; 9; 10; 11}; b)X = L. 

40. a) 5= {- 2 ; 2 } ; b)5 = (-4 ;-]) u (2 ; 5). 


; c)S = (- 00 ; 1); 



. V5 _ VT ^. 75 /- 

41.a)Nếum<^- thìS = 0. Nếu-^- <m< 75 


thìS= 


~;/n .NỐJm > V5 ứù5 = ị-Ệ -; \/5 

. 2 J - l 2 


5 1 

2 ; 2 


J f 1 > ■ 

b) Nếu m < — thì s= X ; 1 (3 ; + 00 ). 

2 u ) 

Nếu ì < w < 1 thì 5 = [m ; 1) u (3 ; + 00 )- 

Nếu 1 < m < 3 thì s = (3 ; 4 <o). 

Nếu m > 3 thì 5 = [m ; +co). 

44. b) T = 45jc + 35}’ (nghìn đổng) ; c) 0*6 kg 
thịt bò và 0*7kg thịt lợn. 47. b) (4 ; 1 ). 

48. a) c = 9* + 7,5y ; c) Dùng 100 đơn vị 
vitamin A và 300 đơn vị vitamin B mỗi ngày. 

49. a) Dương với mọi X € R ; b) Âm với mọi 

? 

X € (-00 ; 2 - 75 ) u (2 + 75 ; 4 co) và dương 
với mọi X e (2 - 75 ; 2 + ylĩ) ; c) Dương với 

75 í ... 

mọi Jf * ; d) Am với mọi X e (-00 ; 

mọi 


61. a) 

t 

62. a) [2 ; 5] ; b) 
c) 


; b) (-00 ; -4] u 
TĨ37-9 


f 1 

—; +00 
2 


} 


; 2 


3) 63.-^<đ< 1 . 
3 


4;-.Ịu(. ; 

g 

64. m < —3 hoặc m > 0. 65, a) Jt = ; 

5 11 

2 J 1 V 

b)* = ±;c)[-l;4];d) ~;+oo . 

3 i 2 ) 

66. a) X - >/3 - 1; b) X = 16; c) X - -1 ±75 ; 

d)x= ^ỉ^- . 67. a)Ĩ2;ỊÌ ; b) [4 ;+®ì; 


Jx . - 34-^7 ,, 

67. a) L _, 3J . . 

c)(-oo;-l-73)u(-l +V5;+oo ) 


7) 


r 5 1 

2;^- 

; b) 

;+oo 

L 3 ) 


- 2 > 


1 


X € (-00 ;2 - 73 ) u (2 + 73 ; -foo) và dương d) í"*** ' 2 1- a) R ; b) (-00 ; —) Ư 
với mọi X e (2 - 75 ; 2 + >/ 3 ) ; c) Dương với r 7-7201 f 7 + 729 ' 

_' 7 ’ _ ' ' ' _ (3:+ ~ ,;c) í;J rK 2 1 + ®J 

mọi Jf * --- ; d) Am với mọi X <= (-00 ; L J _ 

2 d) (-00 ; -2] u [23 ; + 00 ), 69. a)x = 1 ± 75 , 

-3 - 2 V 2 ) u (1 ; + 00 ) và dương với mọi f 1 ' 

. ■ X = 0 và X = -2 ; b) -00 ; -- ; c) (^30 ; 0] u 

jr e(-3- 275 ; ]) .50,a)m < ị; b)m>-2. . V a - 

2 ' 1 

ro ■ I I SI . L.-y-Á . A\ V- — ,.x V — *7 


ío; 7 -^l 

u 

Í7 + V29 ì 

2 'J 


l 2 J 


jr e (-3 - 2 V 2 ; 1). 50. a) m < b) m > - 2. 
51. a) 6 R ; b) Không có giá trị nào của m 
thoả mãn điều kiện dòi hỏi 


lòi hỏi. 53, a) r — 00 ; — ậ 
l 5) 


>u(2 ; +<»); b) 0 : c) ; d) [—2 ; 3], 


54. a) (-00 ; 1) u (2 ; 4) u (7 Ị -K«) ; b) Ho ; -2) 72. a) 

r -I 


[2 ; 3) u (3 ; + 00 ) ; d) X = ^ và X = 7. 

5 

r 1 ^ 

70. a) -~;+oo ; b) (-00 ; -2] u [ 1 ; + 00 ). 

L 11 . / 

71. a) X - 2 ; b) X - l ; X = —‘ị. 

41 


u [1 ; 3] u (5 ; 400) ; c) 


,^ ; " 2 

10 


[5 ; 400); 


-1; +00 


; b) (5 ; Ỷ^o); c) (^o; 0] 


d)[-yỈ3 ; 75]. 55. a) m < —~ hoặc m > 1 ; 

„ -1 - 4 ỸĨ _-1 + 4 Ũ « _ w , 

b) -——— < m <-—-— . 56. a) (—1 ; 2); 


[3 1 ] . 

e . - 5-757 


r- 5 + T 57 1 

L 4 2 J 

4 


4 


d) (“CO ; -2) u (3 ; 400). 57. m <, -2 - 275 
hoặc m > “2 + 273 .59. m > 5. 60. a) (-3 ; -2) 
U[-Ị;lj; b)(l ;2)u(3;4)u(5;-hx>). . 


u [34 ; 4co). 73. a) (-CG ; —3] u [13 ; + 00 ) ; 
b) (-00 ; -2] ; c) [-5 ; -1) VJ <1 ; +00). 

74 . a) m < —1 hoặc m > — • b) — 1 < m < 1 

4 

hoăc m - 4 ; c) 1 < m < —. 75. a = -1. 
4 * 4 

78. a) 2 ; b)2. 79. Iml <~ . 80. 0 <m< 2. 

2 

81. a) Nếu a < 1 hoặc a > 2 thì tập nghiệm của 

_ ? 2 s 

bất phương trình là -; 400 ; 

u 2 - 3đ + 2 ) 




Nếu I < a < 2 thì tập nghiêm là 


2 


— 00 : 


a 2 '-la+2J 

Nếu a = 1 hoặc a - 2 thì tập nghiệm là 0. 

b) Nếu m < -7 hoặc m > 1 thì tập nghiệm 
cùa bất phương trình là R ; Nếu -7 < m < 1 
thì tập nghiêm là 

9 - m - + 6m - 7) 

4 


-00 ; 


9 - m + yj-7(m 2 +6 m- 7) 
4 


VJ 


;-K0 


82. a) (2 ; 4) u (5 ; + 0 °) ; b) (-00 ; 1) u (2 ; 3] 

\J (4 ; + 00 ). 83. a) m < 4 “ ; b) m < — 1 

hoặc m > 2. 84. a) X = ±1 và X = 5 ; 

b) * = 85. a) [6 ; 7] ; b) (-00 ; 0] u 


[2 ; +oo) ; c) 


—uo: 


2VĨ3-8 


; d) í-4 ; -3) u 


[0 ; 1]. 86. a) a < ; b) Q > l. 87. a) (C) ; 

b) (B) ; c) (D). 88. ạ) (A) ; b) (B) ; c) <C). 
89. a) (C); b) (B); c) (D). 


Chương 5 

I. a) Kích thước mẫu là 80. b) 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 
5 ; 6; 7.2. a) Kích thước mảu là 30. b) 40 ; 42 ; 
45 Ị 50 ; 53 ; 57 ; 59 ; 65 ; 70 ; 75 ; 84; 85 ; 90 ; 
100; 133; 141 ; 150; 165. 3. Có sáu lớp là các 
đoạn [50 ; 124], [125 ; 199], [200 ; 274], 
[275 ; 349], [350 ; 424] và [425 ; 499]. Các tần 
số tương ứng : 3, 5, 7, 5, 3 và 2. Các tẩn suất 
tương ứng : 12%, 20%, 28%, 20%, 12% và 8%. 

4. Có sáu lớp là [36 ; 43], [44 ; 51), [52 ; 59], 
[60 ; 67], [68 ; 75] và [76 ; 83]. Các tần sô' 
tương ứng : 3,6, 6, 8, 3, 4. Các tán suất tương 
ứng: 10,0%, 20,0%, 20,0%, 26,7%, 10,0%, 13,3%. 
6 . b) Có bảy lớp [26,5 ; 48,5), [48,5 ; 70,5), 
[70,5 ; 92,5), [92,5 ; 114,5), [114,5 ; 136,5), 
[136,5 ; 158.5), [158,5 ; 180,5). Các tần số 
tương ứng : 2, 8, 12, 12,8,7, 1.7. b) Có sáu 


lớp [0;2J, [3; 5], [6 ; 8], [9; 11], [12; 14], 
[15; 17]. Các tần số tương úng : 10,23,10,3,3,1. 

8. Có bảy lớp : [25 ; 34], [35 ; 44], [45 ; 54], 
[55 ; 64], [65 ; 74], [75 ; 84], [85 ; 94]. Các tần 
số tương ứng : 3,5, 6, 5,4, 3,4. 9. a) X = 15,23 ; 

b) M t = 155 ; c) s 2 * 3,96 ; s* 1,99. 10. X «4835 g; 
/ * 194,64; s * í 3,95 g. 11. a) X * 235 ; b) s 2 « 157, 
s « 1,25.12. a) X « 15,67, M e = 155; b) $ 2 « 539 ; 
5 « 232 .13. a) X ^4839; M e - 50. b) s 2 * 121,98; 
s * 11,04. 14. a) X* 554,17 ; A ỉ' = 5375 . 

b) s 2 « 43 061,81 ; s « 207,51. 15. a) Trên con 
đường A : X « 73,63 km/h, M e - 73 km/h ; 

s 2 « 74,77, s » 8,65 km/h. Trên con đường B : 
X = 70,7 km/h, M e = 71 km/h ; s 2 « 38,21, 
s * 6,18 km/h. 16. (C).17. (Q. 18. a) X * 40 g ; 
b) s 2 ® 17, í * 4,12 g. 19. a) X * 54,7 phút, 
b) s 2 « 53,71 ; s « 7,33 phút. 20. b) X « 17,37 ; 
s * 3,12 ; c) M' = 17, M ữ = 17 và M 0 = 18. 

21. a) X * 77 ; b) s 2 s 122,67 ; s « 11,08. 

Chương 6 

1. a) Sai; b) Đúng ; c) Đúng ; d) Đúng. 2. Kìm 

phút : ^.1,75 * 2,75 (m), Kim giờ : ^.1,26 

ss 0,16 (m). 4. Theo thú tự là (xáp xỉ): 0375 rad; 
1,325 rad ; 143° 14' ; 36 ỡ 29'. 5. Theo thứ tự là : 

? + A2*, ~ + k2n t -ị + kln, ~~ + kln 
2 3 2 3 

(k € Z). 7. Theo thứ tự là : 180°, -120°, -60°, -60° 
8. sđ^Ị =i^ + *2n (hay /. 72° + «60°) 

s 

(i=<ụZ3,4;*€Z);sdí2Ị = 0’-0“+*2« 
(hay ự -i)72° + *360°) a J = 0, 1, 2, 3, 4 ; 
i*ý; * € Z). 9. a) 270, b) 280, c) y, d) ^ 

10. Theo thứ tự là 0, . 13. Không 

3 3 4 

thể. 14. a) Sai, b) Sai, c) Sai, d) Đúng, e) Sai, 
g) Đúng. 




15. M(x ;)>), X 2 + y 2 — 1 và theo thứ tự: a)x>0, 

b) y > 0, c) ỵ > 0, y =* 1. 16. a) Theo thứ tự : 
dưỡng, dương, âm, dứơng. b) Theo thứ tự: dưcaig, 

“ . , s 1 & 

dương, âm. 17. Theo thứ tự là : a)--“, . 

'22 

-75 , —; b) (— 1 )* , 0 , 0 , không xác định ; 

Jĩ 

c) 0 , (- 1 )*, không xác dịnh, 0 ; d) (- 1 )* . 

2 

(— 1 )* ~r~, u 1.18. a)sinơ= tan #=—7Ĩ5 ; 

2 4 

2yfĩ m 

b) cosa - 7 — . tantìr = —— ; 

3 4 

, _ 2& . 75 

c) cos ơ. =—— 3 -—. sin tì; =—- 2 - 

‘5 5 

19. a)|sinơ|, b) 0, c) tan 2 < 2 . 21. M ưong góc ỉ, 

ITĨ thì sin#, cosarcùng dáu, M trong góc n, m 
thì sin#, tan# khác dấu. 23. a) 3, b) -í, c) -1. 
24. a) sai, b) sai, c) đúng, d) sai, e) đúng, g) đủng. 


.72 

tan(ơ -7ĩt) = ±-^-,sin 


3;t 


- # 




= T- 


2 Tí' 


35. ^(3 -m 2 ). 37. b) M = 
2 


3 

' 2 3.ì 




25 . cos 


í 



í 3ĩ 0 

a-— 

=-sin# 

, sin 


K 2 > 



l 2 J 


=cosa, 


' 3ĩr^ _ _ ( 

tan «- = -cot#, cot a —— = -tantì;. 

{ 2 ì { 2 i 

26. a) 4, b) -1, c) ị (72 - 1). 27. Theo thứ tự 
là -0,342 ; 0,342 ; -0,309. 28- Theo thứ tự là : 


(4 . 3' 

Í4. 3Ì 


(3 4 ì 

^ 3 4' 

U ; 5j 

1 

1 

ịxn 

* 

* 

<5 ; sj’ 

V. 5 ; 5/ 


29. cos(-75°) = . sin(-75° )=- . 

2 V 2 2 yỊ 2 

tan(-75°) = -(75+2), cot(-75°)^ >11-2. 

30. Có. 31. Theo thứ tự là : âm, dương, âm, 

. v 3 4 

dương, âm. 32. a) cos#=-^. tan tì; = - 7 - 

5 3 

_15 _ 15 

b) sìna - —. lan# - —— 

17 8 

c) cos# = , SƯ 1 Ơ = —— . 

2 2 


33. a) 0 , b) cos(2tĩ - a) - ± 


275 


7Ĩ3 ' 7Ĩ3, 

2 . 3 

co s(Ox,OP) = —r~ ,$in(ỡx,0/ , ) =— 

7l3 7l3 

38. a) sai, b) sai, c) đúng, d) sai, e) sai, g) sai. 

39. Côsừi, sin, tang, côtang cùa a) 75° theo thứ 

tự là: 2^(75-!), Ậ 75 + I), 2 + 75, 

4 4 

2--T5 ; b) 15° theo thứ tự là : ^p(75+l) ; 

r- 

^(75-1); 2-73,2 + 73. 

4 


41. a) sin2# — 


472 


. cos 2 # = - 7 -, 
9 9 


. _ 472 1^2 

tan2# = ———. cot 2a = —- 
7 8 


# 3-275 _# 3 + 272 

2 V 6 2 V 6 

tan^ = 3 + 272 ,cot^- = 3-272 
2 2 

44 . a) sintìí, b) -sin 2a. 46. b) sin20°sĨn40°sin80° 

73 r _ 

- , tan20°tan40°tan80° = 75. 

0 

49. a) sin 2 #; b) 0. 53. sin(ơ+/?)=. 2ab 




V 2 Tĩ 

54. a) X = — sin2# ; b ) a = —. 

g 4 

V 2 

X = — « 653 (m). 

£ 

55. a) đúng, b) đúng, c) đúng, d) sai. 

56. a) sin a = ; cos2tìf - “; sin -=-7^ 

5 25 2 10 

121-36VĨÕ 3 59 ..Vĩ 

b) .O-^d^.e)^.. 

60. (B), 61. (O, 62. (B), 63. (D), 64. (A), 
65. (C), 66 . (D), 67. (A), 68 . (D), 69. (D). 




Càu hỏi và bài tập 6 n táp cuối nâm 

1. a) lĩí-l và b>ì ;b) a<-l 

c )(-00 ; a) v[b; + 00 ); d)ữ< 1,Ồ>-1 vàacb. 

2. a) Không chẩn, không lẻ ; b) Không chẩn 
khổng lè; c) Hàm số chẩn ; d) Hàm số lẻ, 

3. a) m - -1 ; b) m = 1 ; c) m í -1. 

4. a) Vì y - — là hàm số lẻ ; b) Sang phải 3 

đơn vị, tâm đối xứng là (3 ; 0); c) xuống dưới 
2 dơn vị, tâm đdi xứng là (0 ; -2). 5. b) Khổng 

25 

có điểm chung nếu m < --Ị> có 1 điểm chung 

25 25 

nếu m = —- 7 , có 2 điểm chung nếu m > -- 7 . 


10. a) (m + l)x 2 - (3 m + 4)x - (3m + 4) = 0 

.. 4 8 

(m t -1) ; b) Vò nghiệm nếu -7* <m< -7, 

3 7 

g 

hai nghiệm âm nếu “ < m < -l, hai nghiệm 
4 

trái dấu nếu m < “Ỷ hoặc m > -1, một nghiệm 
X = 0 nếu m = - 7 . 

11.4) (,;,)= (^ t ^5Ị±í>l 
Vm'-1 m -1 / 

cX n/víiìAm rvAíi MI — 1 • /V ■ vi\ — /' 


đơn vị, tâm đối xứng là (3 ; 0); c) xuống dưới n w ^ (m + 2 -3(m +1) ì A , „ ^ , 

2dơn vị, tâm đổi xứng là (0 ; -2). 5. b) Không a) {x;y) " ’ m _! J nêum u 

, .__25 .. - , vô số nghiệm nếu ffỉ = 1; b) (x; ỳ) - (3 ; -m - 4) 

có điếm chung nếu m < có 1 điểm chung nếu m Ị : 4> vô sđ nghi ệ m nếu m = _4 

nếu m = có 2 điểm chung nếu 12 ‘ a) (1 ;_1) ’ ("5 ; 5 ) * b)(2;1),(1 ;2)ỉ 

(^1 __25 c)(-l;0).(0;l).J4.a)2(>/2-l>;b)3j/f. 

c) 7 ; 1+/n với m >— 7 . 6 . a) Ẩ: = 1 , Jk - -7 ; \4 

\2 / 4 25 

b) Xị «0,276, x 2 * 5 , 547 . 7. a) «. 22,93 ; 15 * y.16. a)x>2; b)-2 <X<-1 ; 

b) X, »-0,73, »-4,73. 8. a) Vô nghiêm J 7 a) , = _i . b) _J ± 2^2 ; c) ~ 3± ^. 

nếu m < 0 hoặc m > 27, một nghiệm dương 9 2 

nếu m = 0 hoặc m = 27, hai nghiêm dương nếu 18. a)Ho;-l)u|-f ;-i| u(2;-ko); 

0 < m < 2 hoặc 3 < m < 27, hai nghiệm trái dấu , 1 3' 

nẽu 2 < m < 3, một nghiệm 0 và một nghiệm b) 1 -00 ; u (-1; + 00 );c) [1; -K»). 
ducmg néu m = 2 hoâc m = 3. b) Vô nghiệm nếu ,7.,- 2 J 


b) Xị »-0,73, Xj »-4,73. 8. a) Vô nghiệm 
nếu m < 0 hoặc /n > 27, một nghiệm dương 
nếu m - 0 hoặc m = 27, hai nghiêm dương nếu 
0 < m < 2 hoặc 3 < m < 27, hai nghiệm trái dấu 
nếu 2 < m < 3, một nghiệm 0 và một nghiệm 
dương nếu m - 2 hoăc m - 3. b) Vô nghiệm nếu 
3 '.. 

-\<m <hai nghiệm trái dấu nếu m < -3 

hoặc m > 1, hai nghiệm dương nếu 

3 

-3 < m < -1 hoặc — < m < 1, một nghiệm 0 và 
một nghiệm dương nếu m= -3, một nghiệm . . _ v -6 - V 35 

3 ,„"4 .. 

dương nếu m = ±1 hoặc m=~. 9. a) j ——7 

5 {m - 1J 


19. a) X -66,66; b) M t =65,5 . 20. b) X »216,17 
nghìn đổng ; s 2 » 9841,27 ; 5 * 99,20. 

21. b) X » 37,33 ; d ) s 2 ~ 81,22 ; s « 9,01. 

22 . a) cos(or + 0)= ^^^ • 


nếu m t I và OT Ạ — 7 , vô nghiệm nếu m = I 

2 


cos(« - /?) = 


sin(ữ! - P) - 


12 

3^5 Ỷ- 2^7 
12 

-6 +V35 


hoặc m = - 7 . b) Ị— ; —Ỉ-- 
2 m m + 2 


Ị nêi 


nếu m Ỷ 0 và 


m * ~ 2 ’ [{ 


0, nếu m = -2. 


H-) 


c) 

hoặc m > 0. 


nếu m 

nếu -1 < < 0, {1} nếu m < -1 


, b) sinữ! - , 

12 V5 

1 t _ _ _ 1 

cosơ — — 7 =, tana = -2 ,cotữ = 

V5 ' 2 

R 

23. tanl0°tan50 o tanll0° = -“-. 25. c = SỈ2 , 

p = 7 + * 2 n hoặc c = , 

4 

p = ~ + k2n (k e Z). 

4 
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bảng biến thiên của hãm số 

40 

điếu kiện cắn 

11 

bàng phán bố tán số 

162 

diều kiện cán và đủ 

11 

bảng phân bổ tán số ghép lóp 

164 

diéu kiện dủ 

11 

bàng phản bố tán số • tán suất 

162 

diéu kiện (xác dinh) của bất phương 
trinh 

113 

bảng phân bố tẩn số - tần suất 
ghép lớp 

164 

điều kiện (xác định) của phương 
trinh 

66 

bảng xét dấu 

124 

diéu tra mẫu 

160 

bất đẳng thức 

104 

điéu tra toàn bộ 

160 

bất phuong thnh bậc hai một ẩn 

141 

dịnh lí đảo 

11 

bất phương trinh bậc nhát hai ẩn 

128 

dịnh lí Vi-ét 

75 

bất phương trinh bậc nhất một ẩn 

117 

dịnh thúc cáp hai 

90 

bất phương trình tương dương 

114 

doạn [a; b\ 

18 

biến đổi tương dương các phương trinh 

68 

đổ thị của hàm số 

36 

biến dổi tương đương các bất 
phuong trinh 

114 

độ lệch chuẩn 

175 

biến số (dộc lập) 

36 

đối số 

35 

biệt thức 

72 

dường gấp khúc tán số 

166 

biệt thức thu gọn 

72 

đường gáp khúc tán suát 

166 

biểu dỗ tán só hình cột 

165 

đường tròn dịnh hưởng 

188 

biểu đó tán suất hình cột 

165 

đuõng tròn don vị 

185,192 

biểu dố tắn suát hình quạt 

166 

dường tròn lượng giác 

192 

biểu d6 Ven 

17 

giá trị của hàm số/tại X 

35 

chiéu (quay) âm 

186,188 

giái và biện luận phương trinh 

71 

chiều (quay) dương 

186,188 

giao (của hai tập hợp) 

19 

chữ số chắc (đáng tin) 

27 

góc lượng giác 

187 

chứng minh bằng phản chứng 

10 

góc a 

193 

công thức cộng đối với sin và cỏsin 

208 

hàm số 

35 

cỏng thúc cộng dối với tang 

210 

hàm só bậc hai 

54 

công thức hạ bậc 

211 

hãm $ó bậc nhát 

48 

cóng thức nhản dôỉ 

210 

hàm số bặc nhát trên tùng khoảng 

49 

cos(Ou, Ov) 

194 

hàm sỗ chản 

40 

cot(Ou, O) 

196 

hàm số cho bằng biểu thúc 

36 

cung lương giác 

188 

hãm số dóng biến (tàng) 

38 

cung a 

193 

hàm số không dổi 

38 

dạng chuẩn của số gán dứng 

27 

hàm số lẻ 

40 
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Trang 

hãm só nghịch brẽn (giảm) 

38 

phương trinh bậc hai một ẩn 

72 

hệ bát phượng trinh bậc nhất haì ẩn 

130 

phương trinh bậc nhát hai ẩn 

87 

hệ hai phuong trình bậc nhát hai ần 

87 

phương trinh bậc nhát một ẩn 

72 

hệ phuong trinh bậc nhất ba ẩn 

92 

phương trinh chửa ẩn ỏ mẫu thúc 

82 

hệ phương trinh đối xúng 

100 

phương trinh hệ quả 

69 

hệ thúc Sa-lo 

189,190 

phương trình một ần 

72 

hệ toạ độ vuông góc gán vôi dưỡng 
tròn luợng giác 

193 

phuong trinh nhỉéu ần 

70 

hiệu (của hai tập họp) 

20 

phương trình tương dương 

.67 

hợp (của hai táp họp) 

19 

quy hoạch tuyến tính 

131 

khảo sát sụ biến thiên của hàm số 

* 39 

rađian 

185 

khoảng (â; b) 

18 

sai số tuyệt dối 

24 

kí hiệu V vã 3 

7 

sai số tương đói 

25 

kích thước mảu 

160 

sin(Ou, Ov) 

194 

mẫu 

160 

số quy tròn 

26 

mệnh dé 

4 

số trung binh 

172 

mênh dế chứa biến 

7 

số trung vị 

172 

ménh dé dảo 

5 

tam thức bậc hai 

137 

mệnh đế kéo theo 

5 

tán số 

162 

mệnh đé phủ định 

4 

tán suất 

162 

mệnh đổ tương đương 

6 

tặp con 

16 

mién nghiêm của bấl phương trinh bậc 
nhát hai ẩn 

128 

tập họp 

15 

mién xác dinh của hàm số 

35 

tập họp bàng nhau 

17 

mốt 

173 

tập rỗng 

16 

mút đáu cùa cung lượng giác 

189 

tập xác định của hàm số 

35 

mút cuối của cung luọng giác 

189 

tan(Oư, Ov) 

196 

nghiệm của bắt phương trình 

113 

tham số 

71 

nghiệm của hệ phương trinh 

87 

thống kẻ 

158 

nghiệm của nhị thức bậc nhất 

122 

tia cuối cũa góc lượng giác 

187 

- nghiêm của phương trình (một ẩn) 

66 

tia đáu cùa góc lượng giác 

187 

nghiêm của phương trinh nhiếu ẩn 

70 

tịnh tiến một díểm 

42 

nghiêm của tam thúc bâc hai 

137 

tinh tiến một dó thị 

42 

nghiêm gán đúng của phuong trình 

67 

trục cồsin 

195 

nghiêm ngoai lai 

’ 69 

trục cótang 

197 

nhi thúc bác nhát 

122 

trục sin 

195 

nủa khoảng 

18 

trục tarig • 

197 

phán bù (của A trong E) 

19 

trung binh cộng 

106 

phương sai 

174 

trung binh nhần 

106 
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